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THÉORIE DES CHAMPS CONTINUS BILINÉAIRES. 



INTRODUCTION. 

Il est fait un constant usage, en Mécanique et en Physique mathématique, 
du mode de représentation de certains éléments physiques à l'aide d'un 
vecteur. 

Les cas d'emploi du vecteur sont tellement nombreux et tellement divers, 
qu'on est arrivé à édifier une théorie vectorielle renfermant, sous forme 
de données analytiques, les divers théorèmes d'analyse qui intéressent la 
représentation géométrique à l'aide de vecteurs. 

Actuellement, les théories des systèmes de vecteurs ou systèmes de seg- 
ments (*) ^^ ^^^ propriétés des champs continus de vecteurs (^) sont 
devenues classiques, et sont enseignées indépendamment des applications 
qui ont donné naissance à ces théories. 

Nous nous proposons d'étendre cette méthode didactique qui facilite sin- 
gulièrement l'étude des sciences appliquées, en réunissant sous forme de 
théorie analytique un grand nombre de théorèmes concernant les champs 
continus bilinèaires que nous avons classés en champs bilinéaires symé- 



(*) M. KoENiGS, Leçons de Cinématique, Théorie cks segments. Paris, Hcrmann; 1897. 
(>) M. ÂPPELL, Cours de Mécanique rationnelle^ T. III, Chap. XXVIII. Paris, Gauthier- 
Villars; 1903. 

V. I 
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triques ou quadratiques et en champs bilinéaires symétriques gauches 
ou tourbillonnaires. 

\ oici ce que nous entendons par champs bilinéaires : 

Considérons le vecteur V et ses projections V^, V^ et V^ sur les trois axes 
rectangulaires oxj oy et oz. 

Va étant la projection de V sur la direction (a) faisant avec ox, oy^ 
et oz des angles dont les cosinus directeurs sont a,, aj, a,, on a 

La connaissance de V revient à celle de V^pour toutes les directions (a): 
N a est une fonction linéaire et homogène par rapport à a,, aj, a,. 

Par extension, on pourrait étudier la fonction générale homogène et du 
deuxième degré par rapport aux cosinus des deux directions (a)et(P) : 

Nous avons appelé V^p : fonction générale d*un champ bilinéaire; 
celui-ci devient un champ symétrique ou quadratique lorsque 

V— V V— V V— V 

et un champ bilinéaire symétrique gauche ou tourbillonnaire lorsque 
V — Y_„Y_^ V— V V— — V V — — V 

^ jTx — ' y y — ^ zz — "> ^ yz — ^ zyt ^ zx — ^ xzf ^ xy ^ yx» 

Avec ce point de départ, l'étude des champs continus bilinéaires peut se 
poursuivre d'une façon absolument abstraite. Elle se présente sous la forme 
d'une généralisation de la théorie des champs de vecteurs; par exemple, la 
représentation des fonctions V^p se fait à l'aide d'une quadrique (n° 22) ou 
surface du second degré, au lieu de se faire à l'aide d'un segment rectiligne; 
la notion de la résultante géométrique (n** 28) et du produit (n*' 29) de 
deux segments est aussi très naturellement étendue au cas des chanjps 
bilinéaires. Par contre, certaines données nouvelles, telles que les vecteurs- 
pressions (n° 19) et le vecteur-force (n** 26) qui n'existent pas dans la 
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THÉORIE DES CHAUPS CONTINUS BILINËAIRES. 3 

théorie du champ de vecteurs, résultent de la forme plus compliquée de la 
fonction V^p. 

Les applications des champs bilinéaires ne sont pas moins importantes 
que celles des champs de vecteurs. 

En principe, chaque fois que Ton rencontre en mécanique ou en physique 
mathématique une représentation d'éléments à Taide de quadriqucs, on a une 
application des champs bilinéaires. 

La tliéorie dont nous avons établi les bases facilitera tout naturellement 
Tétude de ces applications. Il suffira de reconnaître qu'un élément se pré- 
sente sous la forme d'un champ quadratique ou d'un champ tourbillonnaire, 
pour que toutes les propriétés que nous avons rassemblées dans la théorie 
leur soient applicables. 

On évitera ainsi d'inutiles répétitions de démonstrations; celles-ci pour- 
ront d'ailleurs gagner en généralité, car, dans chaque cas particulier, elles 
sont faites souvent à l'aide des données particulières de la question. L'expo- 
sition pourra aussi gagner en concision et en clarté. 

Nous avons cité, dans la deuxième Partie de notre travail, (pielques 
exemples très connus et des plus divers, où les résultats de la théorie des 
champs continus bilinéaires sont mis largement à contribution. 

Par exemple, l'étude de la variation de l'accélération dans un milieu con- 
tinu en mouvement dépend de champs quadratiques et de champs tourbil- 
lonnaires. En renouvelant quelque peu l'exposition de la question, nous 
avons pu établir incidemment quelques théorèmes, peut-être originaux, 
concernant la cinématique des milieux continus. 

De même, dans un milieu soumis à des actions moléculaires, la distri- 
bution des pressions se fait sous la forme d'un champ quadratique. Nous 
donnons, en toute rigueur, des démonstrations nouvelles de résultats connus 
dus pour la plupart à Cauchy. 

La conception des champs bilinéaires nous a aussi permis de former en 
quelques instants l'équation du mouvement de la chaleur dans les corps 
hétérotropes indéfinis, dans l'hypothèse du rayonnement particulaire do 
Fourier. 

Enfin, nous avons encore introduit la théorie des champs bilinéaires dans 
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Télude de l'attraction centrale exercée par un milieu continu limité. Nous 
y avons rencontré, comme cas particulier au point de vue analytique, le 
calcul et la représentation des moments d'inertie d'un milieu matériel. 

On voit que les applications des champs continus bilinéaires sont sufli- 
samment nombreuses et variées pour justifier l'utilité de la théorie que 
nous avons tenté d'édifier. 

Nous avons innové dans celle-ci quelques notations que nous nous 
sommes efforcé de rendre aussi concises et aussi intuitives que possible. 
Peut-être ces notations rendront-elles quelques services. 



Kn terminant cette Introduction, qu'il nous soit permis d'adresser nos 
plus vifs remerciements à MM. Appell, Houssinesq et Kœnigs, professeurs 
à la Faculté des Sciences de Paris, et Cuvelier, capitaine-commandant du 
(iénie, professeur à l'École militaire de Belgique, qui ont bien voulu nous 
guider dans nos recherches. 
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THÉORIE DBS CHAMPS CONTINUS BILlNfiAIRES. 

PREMIÈRE PARTIE. 

THÉORIE. 

CHAPITRE I. 

GÉNÉRALITÉS SDR LES CHAMPS DE VECTEURS ET LES CHAMPS BILINÉAIRES. 



I. — Représentation des dérlyées partielles du premier ordre d'une 
fonction de trois variables indépendantes. — Généralisation : champs 
continus de vecteurs. 

l . Considérons une fonction continue 

de 3 variables indépendantes xyz^ celles-ci étant les coordonnées d'un point 
quelconque M de l'espace par rapport aux axes rectangulaires fixes oxyz. 
Soit ox'y' z' un autre système d'axes orthogonanx fixes, ox' faisant 
avec ox^ oy et oz des angles dont les cosinus sont (a) : ol^ol^ol^^ oy des 
angles dont les cosinus sont (|3) : pipapaî oz* des angles dont les cosinus 

sont(Y): YiYaYa- 
On a les relations 

( z - x^x' ->r i^iy' ^ y^z' . 

D'où Ton tire en dérivant partiellement par rapport à x (notations de 
Jacobi) 





Ox dy ds 

dx' - *" dx' - "" dx' - *'• 


D'ailleurs 






(M» d^ dx d^ dy d<t ds 

dx' - dx dx' ' dy dx' ' ds dx' 


et par suite 




(a) 


dx'-dx''-^ dy"'-^ dz'''- 
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2. On peut représenter j^ de la manière suivante : 

Considérons le vecteur V dont Torigine esl au point M (x, v, z) et dont 

les projections sur les axes de coordonnées sont ^, ^ et ^• 

dx dy dz 
La projection de ce vecteur sur ox' est 



d^ d^ ô^ 

oa; âv àz 



D'après (2), cette projection est donc ^• 

La valeur absolue maxima de j-j est obtenue pour la direction ox' con- 
fondue avec celle du vecteur V. 
Pour cette direction on a 

oci ai (X, I 



(j^ ô^ ô^ //d^y /ô^y /ô^y 

àx ôy dz \/\di)-^\d^)'^\ô^) 



I-a valeur absolue maxima de 3—7 atteint ainsi 

ox' 






5. En chaque point de l'espace existe un vecteur analogue au vecteur V 
du point M. 

L'ensemble de ces vecteurs V constitue un champ continu de vecteurs 
dérivant d'un potentiel $. 

4. Généralisation. — Considérons trois fonctions continues de x^ y 
et z : V^, V, et V,. _ 

Imaginons en chaque point de l'espace le vecteur V dont les projections 
sur ox^ oy et o>5*sont V^, V^ et V^. 

L'ensemble des vecteurs V constitue ainsi un champ de vecteurs général^ 
Vj., V^, V, ne dérivant plus d'une fonction potentielle. 

La projection de V sur la direction (a) est donnée par la formule fon- 
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THÉORIE DES CHAMPS CONTINUS BILINÉAIRES. 7 

darne ntale linéaire en a,, aa, a, : 

(3) Va=V^a, + Vya,4-V.a,. 

La valeur absolue maxima de V» correspond encore à la direction (a) du 
vecteur V. 

On a alors 

^ _ a, _ «i I 

Vx "" v; - V, - y/vjTvfTvJ 
et 

Va=ltv/Vi4-V«4-V!. 

0. Les systèmes de vecteurs et les champs de vecteurs jouissent de 
nombreuses propriétés qui sont devenues classiques actuellement (*). 

Nous allons rappeler les définitions suivantes dont nous ferons un con- 
stant usage. 

6. Champ de vecteurs résultants. — Considérons une série de champ 

de vecteurs A, B, . . ., K. 

La formule fondamentale de chacun d'eux donne en chaque point de 

Tespace 

Aa=^ A;ca, -H A^a, -h A-a,, 

Ba= Bx«i-+-B^a,-+-B3aa, 



Ka(=: K^OCi-HAyOCj-t- K- 0C3. 

Faisons la somme de ces relations et posons 

2Aa = V^, 2Ax....= V^, Iky = V^, Ik, ^ V,. 

Nous trouvons 

Va=V,a,-+-Vya,-+- V.a, 

et Ton écrit V = A -h B -h. ..-h K. 



(•) Consulter à ce sujet : 

KoENiGS, Leçons de Cinématique^ Théorie des segments (Paris, Hermann, 1897), 
Appell, Cours de Mécanique rationnelle, T. 1 et HI, Chap. I et XXVIII (Paris, Gaulhier- 
Viilars). 
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Va est donc la composante générale d'un vecteur V que nous appellerons 
vecteur du champ résultant des champs composants A, B, . . ., K, 

En chaque point de Tespace, le vecteur V est la résultante géométrique 
des vecteurs A, 13, . . ., K. 

7. Produit de deux champs de vecteurs. — Considérons les deux 
champs de vecteurs A et V; en chaque point de l'espace, l'expression 

(4) Âx V = A^V;,-hAyVy4-A,V, 

est invariante avec le choix des axes orthogonaux de projection. En effet, 
(a), (p), (y) étant trois directions perpendiculaires entre elles, en dévelop- 
pant l'expression (AaVa-f- ApVp-h A^V^) à l'aide de la formule fondamen- 
tale des champs A et V, on trouve qu'elle se réduit à (A^. V^. -h A^. V^ -h A^ V^), 
si l'on tient compte des relations connues 

aÎ4-(3î4-y?=:i, a»a«-f-(3,(3,4-y,yi=o, 

On peut encore vérifier que A x V est le produit de la grandeur d'un 
des vecteurs par la projection sur sa direction de l'autre vecteur; pour 
cette raison, A x V est appelé produit des vecteurs A et\. 

V X V sera le produit principal du vecteur V; il est égal au carré de 
la grandeur absolue de ce vecteur, puisque 

Remarquons encore que si 

l'on a identiquement 

Â X V = (â; -4- Â^-^ . . . ) X ( V^-t- V^-i- . . . ) 

8. Moment de deux champs de vecteurs. — Considérons le vecteur M 
dont les projections sur les axes oxyz sont données par les formules sui- 
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vantes 

(5) M^ = V,A;,-~V,A,, 

( M, =V^Ay-VyA,. 

On peut démontrer que la projection de M sur une direction quel- 
conque (a) peut s'écrire 

(VpA,-V,Ap), 

les trois directions (a), (p) et (y) étant perpendiculaires entre elles. En 
développant Vp, A^, V^et A^par la formule fondamentale (3), on trouvera, 

en effet, 

VpAy — VyAp = MxOCi -+- Mya,-+- M-aj. 

Traçons par le point M un vecteur équipoUent à A, puis, parTcxtrémité 

de celui-ci, un vecteur équipollent à V. Dans ces conditions M est le moment 

du vecteur V par rapport au point M. Nous dirons encore que M est le 

moment du vecteur V dans une position définie par le vecteur A (*). 
A l'aide de (5), on trouve les relations 

(m X A)=iMa:A;çH-MyAy-hMaA- = o, 
(m X V) = M;, V^ + MyVy -+- M, V, = o, 

qui prouvent que les vecteurs M et A, M et V sont perpendiculaires entre eux. 



II. — Représentation des dériYées partielles du premier ordre d'un champ 

de yecteurs. 



9. Dérivées partielles dans le système d'axes oxyz. — Les neuf déri- 
vées partielles des composantes d'un champ de vecteurs sont les suivantes : 

âY:, ÔVy ÔV^ ô\^ d\:, dWy d\y d\ .^ ^V, 

dx dy dz dy dz ^ dz dx^ ôœ' dy 



(») Nous ne pouvons malheureusement pas définir M comme le momenl des deux vec- 
teurs y et A, cette définition étant déjà utilisée dans un autre sens dans la théorie des 
segments. (Voir, par exemple, Koenigs, loc. cit., p. 5.) 

V. 2 



Digitized by 



Google 



10 )f. VANDEUREN. 

Nous allons utiliser les notations suivantes : 



é. =' 



^\dx"^ dx )~ dx ~ '" 

1 /dV. d\.\ _ d\. 

2 \ ds dz } dz 

2\df ^ dx)- ^'^' 

2ydr--ài) - ^'•' 
ï\dx ~dr)-^"' 

a \ oj' dx ) *'" 



On a identiquement 



V — V V — V V — \ 

I jrs =^ Isy» 1 SX = ~~ ' x.v» ^xy"^- *yxt 



10. Dérwées partielles dans un système d^axes quelconques. — Con- 
sidérons les deux systèmes d'axes orthogonaux oara^a^a ^^ ox^y^z^ définis 
par les substitutions orthogonales (a)(a')(a"), (P)(P')(P") P^^ rapport au 
système d'axes oxyz. 

On peut écrire la valeur de Vp en prenant comme variables indépen- 
dantes, ^OXVxyZy soit J^a/a^a* 

On en conclut les relations 



d\^__ 


àVp 


dx 


+ '^^'P 


ÎZ. 


c)Vp 


ôz 


dXa ~ 


dx 


dxa 


oy 


à'ToL 


'^ dz 


dXa 
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mais Ton a 



y rzi a, J7a + «ira +-«; 5», 

d'où, par dérivation partielle, 

La dérivée ^—2 est donc déterminée sans ambiguïté par la connaissance 

des dérivées partielles par rapport au système d'axes oxyz et par la direc- 
tion (a) de oXflj. 

Dans ces conditions posons d'une façon générale, étant données les deux 
directions quelconques (a) et (fl), 

Ces définitions donnent 

Vap= Vpa et ïap == — Tp^, 

V =ifî^-^^V!^, 

^Vft 
Calcul de -r-^- — Formule fondamentale d'un champ bilincaire déri- 
vant d^un champ de vecteurs. 

11. De la formule fondamentale des champs de vecteurs on tire 



Digitized by 



Google 



12 M. VANDEURBN. 

En dérivant partiellement en x^ y et z^ on obtient 
dx - dx ^'^ dx P' ^ <>x P" 

^P-^3 +^>a +^Q 

cl par suite dans (G), 






(]'est la formule fondamentale d'un champ bilinéaire dérivant d^un 

champ de vecteurs V. 

Nous étudierons ce champ bilinéaire en passant par Fintennédiairc des 

fonctions Vp^ et Tp^ qui composent -t-;^- 

Calcul de V^p en iokction de V^j-V^^V^^V^-V^j. et V^^.. — Formule fon- 
damentale des champs bilinéaires quadratiques dérivant d'un champ 
de vecteurs. Divergence. 

12. On peut obtenir -r-^ en permutant dans (7) les indices a et p. 
On en tire par addition 

V ^ ' (^ ^^P \ 
ce que l'on peut donc écrire 



(8) 
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c'est la formule fondamentale du champ bilinéaire quadratique ^ déri- 
vant d'un champ des vecteurs; elle donne V^p en fonction des six fonc- 
tions y xx^ yy^ zz^ yz^ zx^ xr ^ a^ «c dépend donc pas de Tj.^T^.^T^^. 

Dans le cas où les directions (a) et (P) sont confondues, la formule (8) 
devient 

(9) Va5i= Varara} -\- \yyCK.\ "h ¥-,«* 4- 2 ( V^.- a, «3 4" ^zx^%cti 4- V^^a,a,). 

On peut remarquer que le développement (8) est la forme polaire du 
développement (9). 
On a 



15. Dii^ergence. — Évaluons la somme V = ¥«« -f- 
On obtient à l'aide de la formule fondamentale (9) 



YT* 



Si les trois directions (a) (p) et (y) sont orthogonales, les relations sui- 
vantes sont vérifiées : 

aî-t-|3î-+-yî= «> «las-^PiPa^- 7173 = 0. 

Il vient donc 

V = Vaa + Vpp + V^Y = V,, 4- V^^ + V,,. 

La valeur de V est donc indépendante du choix dés directions orthogo- 
naIes(«)(p)(Y). 

V est appelée la divergence du vecteur V. 

Calcul de T^p en fonction de T^^T,j.T^^. — Formule fondamentale des 
champs bilinéaires tourbillonnaires dérivant d'un champ de vecteurs; 
vecteur-tourbillon. 
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14. On oblienlà l'aide de (7) 

ce qui peut s'écrire 

(10) Tap=T^.(«,P3-«3?«)-f-T,^(«s(3i-«iP3)4-T;,y(«,(3,-a,{3,); 

c'est la formule fondamentale du champ tourbillonnaire dérivant du 

champ des vecteurs V. 

On voit que Ta^ n'est fonction que de T^^, T^^ et Tj.^.. 

15. Vecteur-tourbillon. — Les directions (a) et (P) étant perpendicu- 
laires entre elles, soient (y) les cosinus directeurs de la normale à leur 
plan, tracée dans le sens tel que l'on a 

a, a, aj 

Pi P. P» 

yi Vî ys 

Dans ces conditions les relations suivantes sont vérifiées 

yi = aîPj — «aPî, 
yi = «api — «iPa, 

y3 = «ipt— «iPi. 
Par suite dans (10) 

(11) Tap = T^-zyi 4- T;;^yj -i- T^rys, 

Tap est donc alors la composante suivant la direction (y) d'un vecteur T 
dont les projections sur ox, oy et oz sont respectivement T^., T-^, T^.^. 
Ce vecteur T est appelé le vecteur-tourbillon du vecteur V. 
On peut vérifier que la divergence du vecteur-tourbillon est nulle. 
On a en effet 



dx 



dy ds 2 {^dx \ dz dy ) dy\ dx ôz ) 

- ( -t -T-^ ) ~ ^ identiquement. 
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III. — Généralisation., — Champs oontinus bilinéaires quadratiques 

et tourbillonnaires. 

16. — Dans les formules fondamentales (8) et(io), les fonctions V^^, 
Vyy, V^^, V^^, V^,, \^y, Ty^, T^^, T^y sont unies par certaines relations, 

car elles dérivent du champ des vecteurs V. 

On peut imaginer la généralisation suivante : 

Considérons neuf fonctions de xyz continues et absolument indépen- 
Gantes ^^i^ -^39 * * *? -^9' 

Étant données deux directions (a) et (P), écrivons \r formule fonda- 
mentale homogène du deuxième degré par rapport aux six cosinus direc- 
teurs des deux directions (a) et (P) 

^ ■ ! -+-A5a3(3,-hA,a,j3,H-A7aiP3H-A8a,p,-+-A9a,p,. 

L'ensemble des fonctions Aap constituera les éléments d'un champ continu 
bilinéaire [deux lignes : (a) et (P) J. 

Faisons correspondre à la fonction Aap, le déterminant fonctionnel A 



A = 



A, Ag A7 

A9 Aj A4 
Ag A5 A3 



obtenu de la manière suivante : 

On écrit la formule (12) en groupant les termes en a,, a^, a,, et en 
ordonnant chaque coefficient par rapport à ^i, ^^j Pa? 

Aap = al[A,P|^-A8(3,^-ATÎ3,]-^a,[A^(3|-hA,(3,-4-A,(33]-^a5[A6(3,4-A5(3l-hA,P3]. 

Les éléments de la première, de la deuxième et de la troisième ligne de A 
correspondent aux coefficients de a,, 0^2 et a^. 

Lorsque le déterminant A est symétrique, on dira que le champ bilinéaire 
correspondant est symétrique ou quadratique. 

Les conditions à remplir sont les suivantes : 

Ag^As, Afi^Av, Ai^zAj. 
Le champ est dit quadratique, car il est défini complètement par la 
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forme quadratique suivante : 

dont A est aussi le déterminant fonctionnel. 

Lorsque le déterminant A est symétrique gauche^ on dira que le champ 

bilinéaire correspondant est symétrique gauche ou tourbillonnaire. 

Conditions à remplir : 

A|=: A, = A3=:o, 

Ag^= Ag, Ae= A7, A4^=: — Aj, 

Le champ est dit tourbillonnaire, car un vecteur de projections A^ et A<, 
et Ag sur les axes ox, oy^ oz suffit pour le déterminer complètement. Dans 
le cas où le champ bilinéaire dérive d'un champ de vecteurs V, ce vec- 
teur (A4 Ac Ag) est le vecteur-tourbillon du vecteur V. 

17. On peut toujours faire correspondre à un champ bilinéaire 
quelconque un champ quadratique et un champ tourbillonnaire qui le 
déterminent complètement. 

Posons en effet 

Pap= - (Aap4- Apa)» Tap= - (Aap— Ap»). 

Cette définition nous donne 
et 

Aap— Pap4-Tap. 

Les fonctions P„p et Tap déterminent donc Aap. 

On tire en particulier pour les directions des axes, à l'aide de (12) : 

Axj: ^^^ * xr "=^ A 1 , Ayy=: I yy:= Aj, Ac3^=l-5=As, 

Ay-= Fy-H- 1^2=^ A^, A^jr^ Fcj:-f- i^x^^ Ae, A^^=: I j»y-+- Ixy^^ Ag, 

A;y= 1 -y-h 1 -^^= Aj, Aj;-=i I j^-h Ixs^^^ A7, A^x^^ t yj.-h J^j.3=: A9, 

Ty.=^(A»-A5), T,^:=^(A.-A,), T,^=^(A,-A,), 
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Pflip est la fonction générale d'un champ quadratique et T^p celle d'un 
champ tourbillonnaire. 

On trouve, en effet, à l'aide de (12), 



Pap=- (AapH-Apa) = Aia,(3,H-A,a,(3,-t-Aja3(3s 



-+-^(A8-+-A,)(ai(3î+-ai(3i), 



ce qui peut s'écrire 



(i3) j P«p=Pxa:«i(3i-HP,y«,(3,-+-P,,a,P; 



C'est bien la formule fondamentale d'un champ biiinéaire symétrique. 
De même, 

Ta?= - (Aap— Apa)= - ( A4— A^CaiPs— «j^j) 

+ i (Ae-A7)(«,Pi-a,?,)-h ^ (As- A9)(a,(3,-a,;30 
OU bien 

c'est la formule fondamentale d'un champ biiinéaire symétrique gauche. 

18. A l'aide des formules fondamentales (i3) et (14)5 nous allons étu- 
dier en détail les champs quadratiques et les champs tourbillonnaires. 
Nous distinguerons un champ quadratique par la notation suivante : 



(lettre P du champ surmontée de deux barres) et un champ tourbillon- 
naire par la notation 

T 
(lettre T du champ surmontée d'une barre et d'un demi-cercle)* 



V. 
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CHAPITRE IL 

ÉTUDE DES CHAMPS CONTINUS BILINÉAIRES SYMÉTRIQUES OU QUADRATIQUES. 



I. — Vecteurs-Pression. 

19. Considérons le champ quadratique P défini par la formule fonda- 
mentale 

^'^ \ 4-P.:r(a3l3i-^a,l33) + Pxr(ai(3,H-a,(3,. 

Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Théorème. — Pour toutes les directions (P), les fonctions V^^^ peuçent 
être regardées comme les projections sur les directions (^), d'un même 

vecteur P» de V espace. 

La formule fondamentale donne, en effet, 

P«?= (Px^a. 4- lVai4- Px=«,);3, 
-+- (Pyx^^i 4- Py^a, 4- Pyca3);3, 
-i-(Prx«,4-Pcr«i + l^=«3)?3. 

D'après la formule fondamentale des champs de vecteurs, P^p est donc 

la projection sur la direction (p) d'un vecteur P» qui a pour projections, 
sur o.c, oy et o;r, les expressions 

Pxa:a!-+-PxraîH-Pxca3, 
Prxai4-Pyraî-+-Pr=«3» 
P=x«i4-P;:r«tH-P5--a3. 

D'après la formule fondamentale du champ P, ces expressions peuvent 
s'écrire P^^, P«^ et P«^. 
On a donc 

P«p^P«,;3i4-P«yp,-|-Pa,?,. 



/ 
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20. Déjinilions. — Le vecteur P^ est appelé pression au point M dans 
la direction (ol). 

La projection de Pa sur la direction (a) est la composante normale de 
la pression. Elle vaut P»»- 

La projection de P» sur le plan perpendiculaire à la direction (a) est la 
composante tangentielle de la pression. 

21. Théorème. — Les pressions, dans deux directions (a) e/-(— a) 
directement opposées^ sont des vecteurs égaux et directement opposés. 

On tire, en effet, de la relation fondamentale (12), 

* 'aa=^ — * aa> 
* -ay =^ — * ay 

Les projections de P_a et P» sur trois directions quelconques, par 
exemple perpendiculaires entre elles, étant égales et de signe contraire, ces 
deux vecteurs sont égaux et directement opposés. 

22. Représentation des pressions autour d^un point. — On peut, 
comme on sait, représenter les pressions autour d'un point à l'aide de qua- 
driques (*). Nous citerons ici la quadrique directrice. 

Menons par M trois axes MXYZ parallèles à oxyz, et portons sur la 

direction (a) un segment MQ dont la grandeur est donnée par la relation 

H étant une quantité positive et le signe + ou le signe — étant choisi sui- 
vant que Paa est positif ou négatif. 

Les coordonnées (X, Y, Z) du point Q sont données par les relations 

(3) X Y Z H 



«1 «I «3 v/ihPaa 



(*) Voir, par exemple, à ce sujet : Ahpell, MécaniquCf T. III, p. 129 et suivantes. Nos 
pressions n'ont pas le sens physique suivant lequel ces vecteurs sont habituellement définis. 
Mais la représentation géométrique qui nous intéresse ici est la même. 
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On obtient le lieu du point Q en éliminant a,, a^, a, de la relation fon- 
damentale ( I ) donnant ?««, à l'aide des relations (3). 
On est ainsi conduit aux quadriques conjuguées 

P,:xX»^- Vyy\^^ P^^Z-^- 2(Py,YZ 4- P^ZX -4- P;,yXY)= ± H«. 

L'ensemble de ces quadriques constitue la quadriquc directrice des 
pressions normales. 

On peut démontrer que Pa q^I perpendiculaire au plan diamétral con- 
jugué de la direction (a) dans la quadrique directrice. 

Le sens de P^ est déterminé par le signe de P^a, et la grandeur de ce 
vecteur par celle de sa projection P^a sur la direction (a); on voit donc que 

la quadrique directrice détermine complètement la pression totale P». 

23. Directions et pressions principales. — Les trois directions ortho- 
gonales des axes de la quadrique directrice sont telles que les pressions 
suivant ces directions se réduisent à leurs composantes normales : pour les 
directions des axes, les plans diamétraux conjugués sont en effet perpen- 
diculaires à ces directions. 

Les axes delà quadrique directrice constituent les directions principales 
en M, et les pressions correspondantes sont les pressions principales. 

Rapportée à ses axes, l'équation de la quadrique directrice prend la 
forme 
( 4 ) Pxx X» -h P^y Y« + P«Z« = ± H». 

24. Pression cubique et pression moyenne. — Par une démonstration 
identique à celle de l'existence de la divergence du vecteur V (n" 13) on 
peut prouver que la somme des trois pressions normales (Paa-+- Ppp"^" Pyr) 
correspondant à trois directions (a) (P) (y) perpendiculaires entre elles est 
invariante avec le choix de ces directions orthogonales. 

Elle vaut donc aussi la somme des trois pressions principales. 

Nous la noterons P et nous l'appellerons pression cubique au point M. 

Le tiers de la pression cubique sera Impression moyenne en M. 

25. Champ quadratique complémentaire. — Considérons un champ 
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quadratique P, P^p étant la composante générale de la pression et P la 
pression cubique. 
Posons 

(5) Pip -f- Pap = P(«t(3, -h «,|3,4- a,(3,). 

Nous allons démontrer que P^p est la composante générale de la pression 

dans un champ P' que nous appellerons champ quadratique complément 

taire du champ P. 

A l'aide de la formule fondamentale des champs P, on peut écrire, en 
effet, dans (5) : 

- [P;rx«i(3, H- Prr««P«+ P.z«»i3»-H Prz(«,(33-+- «sPî) 

+ Pz*(«jÎ3, 4-a,(3,)4-Parr(aij3,-ha,(3,)], 
ou bien 

( PaP = (Prr + Pcz)«i(3,4-(P« + Px:r)«i(3,-+-(Pxx-HP^^)«,i3, 

( -Pr.(«i(3,4-a,;3,)~P.x(«3?i-+-a,(3j)-Pxr(«i(3î-+-«,(3i). 

Mais on peut tirer de (5) 

P;.a-f-Paa==P(«Î4-aî-+-aJ) = P. 

Si (a), (^) et (y) sont trois directions orthogonales, on en conclut 

Pia 4- P«a = P = P«a + Ppp -H PyT- 

D'où 

P^a^^Ppp+Pyr, 

et, en particulier, 

"xx ^=^ Prr "^ P-'» 

yj — - * es ~^ * arx» 

PU=Pxc-HPrr. 
D'un autre côté, (a) et (P) étant deux directions orthogonales 
P'«3 -f- Pap= P(«i(3,-h a,(3,4- «3?») = 0, 
Pap = — Pap» 

en particulier 

P' — — . p 

P' — p 
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On en conclut enfin dans (6) 

Pap ^ Pxx«i|3. -H P'yy(x,?i+ P'c:a»?s-+- PW(a,|3,+ a,(3,) 
4-P;,(a,(3.-+-«,(3,)4-P:,^(«,(3,-t-a,p.). 

C'est bien la formule fondamentale qui démontre Texislenee du champ 
quadratique P'. 

II. — Vecteur-Force. 

26. Définition. — Considérons le champ des vecteurs-pression P^. 
Leur divergence a pour expression 



ôx dy dz 

De même, la divergence des vecteurs P^ est 

I ^ àPy^ ^ âPyy ^ àP y, 

^ dx dy ôz 



et celle des vecteurs P. 



, ^P,^ ÔP.^y OP.. 

dx dy ôz 



On peut construire le vecteur I de l'espace dont les trois projections 
sur ox^ oy et oz sont I^, I^ et I^; nous l'appellerons veclcur-forçe au point 
considéré. 

Théorème. — La projection de I sur la direction (a) est la diver- 
gence la du champ des vecteurs P^. 

On a par définition / 



**■" dx '^ ôy '^ Oz 



La formule fondamentale des champs quadratiques donne 



D'où 



ÔP^, __ dP,, dPy^ dP,, 

"d^ - "d^ '"'-^-dx^'^'-^-dy ""^ 
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et de même 

àPar _ àP^y ôPyy ÔP ,y 

àPaz àP^, ôPy, ÔP,, 

oz oz az ôz 

On obtient par addition 

c'est la relation fondamentale prouvant que !« est la projection du vec- 
teur I sur la direction (a). 

27. Théorème. — La résultante géométrique des vecteurs-force du 
champ P et de son champ complémentaire F' est le vecteur dérivant du 
potentiel P^ pression cubique du champ F. 

En effet, ï et T étant les deux vecleurs-force considérés, on a 

O.C a y oz 

l^àK._^àP;^_^dK., 
•^ ôv dy Oz 

Par suite 

^-■^ *'- Âï -^ — dîT"-^ ^^ 

Mais d'après la relation (5) (n** 2o) on a, en chaque point de l'espace, 

P XX "^ * JCX ~- * > 



Il vient donc 
De même 



1^1- ^'* 



</3 



Le théorème est donc démontré. 
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III. — Champ quadratique résultant. 

28. Considérons une série de champs quadratiques A, B, ..., K et les 
formules fondamentales 

Aap=Aa.xai(3i-4-...4-Ax>^(a,(3,4-a,(3,), 



Faisons la somme de ces relations et posons 

-*• Aj-jr . . . = * xjr> • • • > ^ ^XY . . . ■= *^jey 

Nous obtiendrons 

Pap est donc 1^ fonction générale d'un champ quadratique P, que nous 

appellerons champ résultant des champs composants A, B, . . • , K. 
On établira aisément les propositions suivantes : 

I. La pression P^ dans le champ résultant est la résultante géomé- 
trique des pressions Af^j . . ., K^, suivant la même direction (a), dans les 
champs composants. 

II. Le vecteur-force du champ résultant est la résultante géométrique 
des vecteurs'/orce des divers champs composants. 

Nous noterons symboliquement 

P=:A4-B4-...+ K. 

IV. — Produits de champs quadratiques et de champs de yecteurs. 

a. Produit de deux champs quadratiques A et P. 

29. Généralisons la notion de produit de deux champs de vecteurs A et 
V (n® 7) en appelant produit de deux champs quadratiques A et P, 
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Texpression 

(AxP) = A^,P,^-hA,.,.P.vv4-A,,P=,4-2(A,.3P, = -^A,,P^4-A,,.lVv). 

. 11 nous faut montrer pour cela que la valeur de (A x P) ne change pas 
lorsqu'on substitue, aux axes oxyz, un système quelconque de trois direc- 
tions orthogonales (a), (P) et (y)- 
On peut écrire 

AaxPaS-H A^pP^^-^- AyyPyy4- 2{\^y}^^^-h Ay^t PyX "H A^? Pj^ ) 

= (AaaPaa4-A3ipPa3-hAayPay)-H(A3aPpi-HA;33Pp3H- ApyP^y) 

-+- ( Aya Pya -h Ay p Pyp -H Ayy Pyy ) 

— (AaX PaH- Apx Pp -4- Ay X Vy) (d'oprès le n° 7). 
On peut écrire ensuite 

Aa X Pa -h Ap X Pp -f- Ay X Py 

= ( AaxPao: + ^OLyPoLy 4" J^oiz^az) -^ {^?x^^x -+- Ap^Ppr "H Ap^Ppc) 

"+■ (AyjrPyjf -h Ay j I yy -f- Ay- 1 y-) 

-- (AoraParx -+" Ao-pP^t? 4- A^y P;,y) -h ( A.vaPja -+" A.,.pP>.p -+- A^-yP^y ) 
-^ (AcaPca 4- A^pPc? 4- A,yP,y) 

=:ÂI X P^ -hÂ^ XÎV -t-ÂT X ï^ 

= (A^^P:,,-^ A,,.P^,.+ A,,P,,) + ( A,.:,P,.,4- A, vP>v 4- A^3P> .) 

4- ( A,^P,a: 4- A.^-P^^- -h A,,P,,) 
— KrxPxx -+- Kyi'yy "+- ^zz^zz 4- 2(A^:;P^3 +" A-orPc^ 4- A^vPx.v) > 

= AX P. 

C. Q. F. l). 

Cette démonstration nous donae le théorème suivant : 

Théorème. — (a), (^), (y) élant trois directions orthogonales, on a 

A X P = Aa X Pa 4- Ap X Pp 4- Ay X Py. 

Remarquons encore que Ton a, par définition, 

ÂxP = P xÂ. 
Enfin, on a identiquement 

Si A r-=Ai4- Aj4-. .r-H A;t, 

p = p;+p;4-...4-^. 

V. 4 
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A xPm ArP7+A7Pi-h...-i-IîxîV 

-h 

50. DéJiiii(ions. 

V X P est le produit principal du champ quadratique P. 

1^ X 1^' est le produit coniplênientaire du champ quadratique P. 

TnÊonèME, — La sonnue du produit principal et du produit complénirn- 
laire d'un champ quadratique est égale au carré de la pression cubique 
du champ. 

On a en eflbt 

P X ÏÏ = P,,IV, ^- P,^P^^ + P,,P,, + 2( P,,P,, -h P..P^ -H P., Pxr). 

P X P^= PxxP^x-^ Pyr^yy-^PzzKz-^2{P,,\>y, + P^^Pl^^ Px, ^x, )• 

Par suite 

PxP-f.pxF=:P,^(P,,-4-p:,,)-hP,,(P^^-hP;^) + p,,(P..+p;,) 

-^2lV.(P,.-^Pr^) + 2P,,(P,,-hP;:,)-+-2P,,(P,,4-P;,). 
La relation (5) (n° 26) donne 

Pxx -i^ Pxx-- »V. ^ Ky = *^= + l^U - IN 
Pv. 4- P;, r. P,, -^ Pl,z= P,, 4- P;,= 0. 

D'où _ ^ „ _ 

P X P4- P X P':zz(P,^-H Pw+ l^.)P ==(P)'. 



b. Pkoduit d'un champ de vecteurs B et d'un chami» quadratique p. 

51. B X Pa est le produit du vecteur B et de la pression P^dans le champ 
quadratique P. * ^ 

Théorème. — B x P» est la projection sur tct^iirection (a) d'un vec- 
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Umr B X P de V espace que nous appellerons le vecteur du produit du 
champ B et du champ P. 

-Nous avons en effet, par définition, 

B X P; = B, Pa, + B, Pa, -h B, Poe,. 

D'où, à l'aide de la formule fondamentale des champs quadratiques, 

BxFa=rB,(P,,«,-4.P,^a,4-P,,a,)-^B,(P,,a,-+.P,,a,4-P^.a,) 
+ B,(P,,ai4.P,,a,-+-P,,a3) 

= (B^Pxx-+-B^P^^4-B,P^,)a,4-(B^P,^4-B^P,^-hB,Pv.)a, 
H- (B^P,a:-H B^ P^^H- B,P,=)a3 

= (b X P^)a, -h (b X P^)a,-i- ( B x P] )a,. 

C'est la relation fondamentale des champs de vecteurs prouvant que 
B X Pa est la projection sur la direction (a) d'un vecteur que nous no- 
tons B X P. 

32. Si B est le champ quadratique qui dérive du champ des vecteurs B, 
nous appellerons vecteur principal du produit des champs B 6»/ B le vec- 
teur B X B. 



53. Divergence du vecteur B x P. — Nous obtenons 

<)(BxP^) c)(Bxî\) ôihxV,) 
ôx dv dz 

=: B^I^4- Byly-^- B.U4- B^xPxor-H B^^P^^4- B.-P-- 

4- 2(B,,P,,-h B,xP^4- B^^P^^) 

= (BxÏ)4-(BxP). 



La divergence du vecteur du produit B x P est donc égale au pro- 
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(luit B X I <^w vecteur B et du vecteur-force I du champ P, augmenté du 
produit B X P rfw champ P et du champ quadratique B dérivant des vec- 
teurs B. 

c. Produit des pressions de deux champs oiadratiques A et P. 

5i. Etant donnés les deux champs A et P, développons la valeur {géné- 
rale du produit A^P^ de deux pressions quelconques A» et Pp. 
Nous obtenons 

A, X Pp= A,^Pp^ H- Aa^ Pp^ -+- A«P?3 

-h ( Av^a^ 4- Av,.a,+ A,.3a3)( P,^;3| 4- P,v?» ^ l\zh ) 

-+-(A,;,a,4- A3,a,+ A,3a,)(P3x3|4- P,v;3,4- P^c?,) 

^ (A^;rPx.4-A^vPxv-HA,,P^,)a.;3,4-(Av;rPrx+A,.,.P,.,.4-Av.P,=)«,;3, 
4-(A,,P^4-A,,IV+A,,P,,)a3;33 

+ (AvxP.x-HAv,P.v+A,,P,,)a,p,-h(A=^Pvx-+-A,,P,.r+A,,P,.,)a3?, 
+ ( A,, P,, + A,,. P,,. + A ,, P,, ) «a ?i + ( A.. P.:. -4- A,,. P,^ -h A,, P,.) a , .3, 
-^(A,xP.v.4-A,,JVrH-Ax=Pr.)^,?jH-(Av^P.rx-vA,,vPx,.+ A,,P,.,);c,;3,, 

ce qui peut s'écrire 

(7) j -^(A^t^)a,;îs+(A^IV_)a3?,4-(A3l\;)«,;S,-+-(A,P,)a.i33 

( -h(A,P,.)«.;â,-^(A,P,)«,;3., 

AaPa se présente donc suivant la fonction générale homogène du second 
degré en (a) et (^) d'un champ bilinéaire. 

55. Définition. — Si le champ A se confond avec le champ P, nous 

't\\)iKA\Qvon^ produits principaux des pressions du champP les produits tels 

que PftPp; puisqu'on peut y permuter a et ^, P^X Pp est la fonction géné- 
rale d'un champ quadratique des produits principaux des pressions du 

champ P; nous noterons P x P ce nouveau champ quadratique. 
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On a 



56. Théorème. — La quculrique directrice du champ P xP admet 
les mêmes directions principales que la quadrique du champ P. 

Celte dernière étant rapportée à ses axes, on a 

Mais alors on peut vérilier que P^P^ = P^P^ = VA^y= o. On a en cIVet 
V]V~ P,,P^4- P,, P.^+ P,.P.~ o. 



La quadrique directrice du champ P x P est donc aussi rapportée à ses 
axes. 



37. Théorème. — La quadrique directrice du champ P x P est 
toujours un ellipsoïde. 

Cette quadrique étant rapportée à ses axes, son équation est (n" 23) 
^^^ (Ï^pI) x X«-f- {VyVy) X Y* -h (P^î^) X Z* = ih H^ 



Les produits P^Pj-? ^y^y ^^ l^«l^z se réduisent aux trois carrés (Pjcr)'» 
(VyyY^ (P^^)-*, il sont donc tous les trois positifs, et (8) considérée avec le 
signe -h est bien Téquation d'un ellipsoïde. 



38. La quadrique directrice du champ P x P pourrait être utilisée 
pour représenter les valeurs absolues des pressions P». Dans cette qua- 
drique, le vecteur de direction (a) détermine en effet PaP»? c'est-à-dire 
(Pajr)^-»-(,lV)^"'~(Pa^)''» Carré de la grandeur absolue du vecteur P». 

39. Définition. — Nous appellerons produits complémentaires des 
pressions du champ P les produits tels que PaPp d'une pression P» du 
champ P et d'une pression P'^ du champ complémentaire P'. 
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Théorème. — On peut permuter les indices a et ^ dans PaP^, cV.ç/- 
à'dire que Von a 

PaPp est donc la fonction générale d'un champ quadratique des pro- 
duits complémentaires des pressions du champ P; nous noterons P x P' 
ce nouveau champ quadratique. 

On a en effet, d'après les données du n" 25, 

ivpî = \\.K. -H P,, p;, -h p,cP;, 

== - Vyx^z^ - P,r Pzr + P.v=( P-rx + P,, ) 

= -(P,:rPcx-H P,^P.v 4- P,cP=.) + P,.(P.x 4" P,, + P==). 

D'où l'on conclut 

(9) P^Pl-hP^P^^rPvrXP. 

On obtiendrait de même 

pTP>-hP^ÏV=Pr.vXP, 

ce qui prouve que 

p;p; = p:p;. 

On démontrerait de morne 

p^p; = pIp;, 
p;p>=p;pî. 

Par suite, la relation (7) qui convient ici devient 
(10) 
elle montre donc que 



|>„l>'p = P,P^«,;3t4- P/p;.«.(3,4-J>çPl«,?, 

-hP,.p;(«,;3,4-a,(3,)-f-P.P:,(«,?i-+-a,p,)4-P;,P,.(a,(3,^a,;â,), 



l>o.Pp = PpPa. 

C. Q. F. i). 



40. On a d'ailleurs aussi 



l> P' — p P' , p P' , p p 

= P„ X P - ( P,,P„ + P,^ p,, + p,, p,, ). 
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rilÉOHIR DES CHAMPS CONTINUS BILINÉAIRRS. 3l 

D'où 

Mêmes relations pour Vy et P^. 

Avec (9) et (1 1) on obtient ainsi, dans (10), 

ce qui peut s'écrire 



PaPp-H PaP'p^PpPa+PpP«- P X P«p. 

Cette formule très élégante relie les fonctions correspondantes des 



champs P x P et P x P'; elle se rapproche extrêmement de la formule qui 
relie les fonctions correspondantes des champs P et P' (n*' 2S) 
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CHAPITRE m. 

ÈTLDE DES CHAMPS CONTINUS BILI.NÉAIRES SYMÉTRIQUES GAUCHES OU TOURBILLONNAIRES. 



I. — Vecteur-tourbillon. 

41. Le champ tourbillonnaire T est détermine par la formule fonda- 
mentale 

Le champ tourbillonnaire possède des propriétés en grand nombre sem- 
blables à celles des champs quadratiques, propriétés que nous allons 
passer rapidement en revue. 

Théorème. — Les directions (a) et (p) étant perpendiculaires entre 
elles, T^p est la projection^ sur une direction (y) perpendiculaire au 
plan (a)(^), d^un vecteur de l'espace appelé vecteur-tourbillon du 
champ. 

On peut reproduire ici la démonstration du n*" 13; la direction (y) étant 
déterminée par la relation 

a, a, a^ 

(3, (â, ;3, 
yi y« 73 



= -h I. 



(2) 

On a 



II. — Vecteurs -pression. 

42. Théorème L — Pour toutes les directions (P), les fonctions T^^ 
peui^ent être regardées comme les projections sur les directions {^) 
d'un même vecteur T^ de l'espace. 

On tire, en effet, de la formule fondamentale (i), 
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THÉORIE DES CHAMPS CONTINUS BILINÊAIRCS. 33 

et Ton a 

Ta:-ai -H Ty-aj = Tas. 
Par suite 

Tap= Ta^Pi + Ta^ (3, + T«,(3„ 

formule fondamentale qui prouve que T^p est bien la projection sur la direc- 
tion (P) d'un vecteur T^ de l'espace. 

Ta est Impression dans le champ tourbillonnaire T suivant la direction (a); 
elle se décompose comme dans le champ quadratique en pression normale 
et pression tangentielle. 

Théorème II. — La composante normale de la pression T^ est nulle. 
Dans la formule fondamentale on a en effet identiquement 

Taot = o. 

Théorème III. — La pression T^ se réduisant à sa composante tangen- 
tielle y celle-ci est perpendiculaire au vecteur-tourbillon T. 

Il nous faut prouver pour cela que 

TVf = T«^Ï,.H- Ta,T,^-h Ta,T^^= o. 
D'après (4) : 

Comme l'on a 

cette expression est identiquement nulle. 

43. Construction de la pression Ta. — La connaissance du vecteur-tour- 
billon détermine complètement la pression T^. 

Voici comment on peut construire T^ à l'aide de T : Menons une direc- 
tion (p) perpendiculaire au plan T et (a); (y) étant alors une direction 
V. 5 
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perpendiculaire à (a) et (P) satisfaisant à la relation (2) (n'*41), la compo- 
sante Tap de Ta sera égale en grandeur et en signe à la projection de T sur 
la direction (y), d'après (3) (n** 41). 

Mais d'après le théorème III (P) est la direction même de T^; la compo- 
sante Tftp est donc le vecteur T» lui-même. 

III. — Vecteur-force. 

44. Théorème. — La divergence !« du vecteur Pa est la projection sur 
la direction (a) d^un vecteur I appelé vecteur-force du champ T. 
On a en effet 

ax ày ôz 



âj; "" dv ~" dx '"^ ôx ^'' 



dy dy dy 

OZ ôz OZ 

Par suite 

OU bien encore, puisque T^j. = T^^ = T^^ = o, 

Ia=la:ai4-l/at4-Icaj, 
ce qui démontre le théorème. 

IV. — Champ tourbillonnaire résultant. 

45. En faisant la somme des formules fondamentales de divers champs 
tourbillonnaires composants, on obtient la formule fondamentale d'un 
champ tourbillonnaire résultant, dans lequel la pression et le vecteur- 
force sont les résultantes géométriques des pressions correspondantes et 
des vecteurs-force dans les champs composants. 
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THÉORIE DES CHAMPS CONTIMS BILLNÉAIRES. 35 

V. — Produits de champs tourbillonnaires. 

46. Examinons \e produit des pressions dans deux champs tourbillon- 
naires A et T. 

Nous trouvons 

= (A,.^«,-t-A««,)(T,.xP. + T,,?,) 

4- (A,,.a3 + Ax,.«,) (T,,.(3,-i- T,,.(3,) 

+ (A««, 4- A,, a,) (T^.|3, 4- ly.p,) 

A«Tp = (A„.T;,^+ A,,T,,)«, ?, -4- ( A,./r,., + A,,rT,,)«,P. 

H- Aîj T^^«,p, + A^^Tj,.«,^,+ A^=T,.=«, (3, 4- A,.=Tx,«,;3„ 
ce qui peut encore s'écrire, puisque A^^ = A_,, = . . . = Tj. = o, 

â^ï>=ÂIt;«,(3.4-. . .4- â;'ïv«,|3,4-â;tI«,;3,. 
AaTp est encore la fonction générale d'un champ bilinéairc. 

47. Le produit principal des pressions TaTp est donné par la formule 

T^T> = T;f;«,p,4-...4-TlT;(a.P.4-«.p,). 

C'est la formule fondamentale d'un champ quadratique. 

Rapportons celui-ci à un système d'axes oxyz tel que ox soit confondu 
en direction avec le vecteur-tourbillon T. 

On a alors 

et la formule fondamentale du champ devient 

La quadrique directrice du champ est donc le cylindre 

H* 



Y»4-Z«: 



C^y-.Y 



dont la seclion droite est un cercle tracé dans un plan perpendiculaire au 
vecteur-tourbillon . 
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CHAPITRE IV. 

PERFECTIONS DES CHAMPS BILINÉAIRES. 



I. — Perfections des champs de vecteurs. 

48. Lorsqu'un champ de vecteurs V dérive d'un potentiel $, on pour- 
rait dire qu'il y a une certaine perfection du champ de vecteurs V. 

On pourrait justifier cette expression en remarquant que le potentiel $ 
a constitué le point de départ de la conception du champ de vecteurs 

quelconques V, dans notre mode de généralisation du n** 4. 

Dans le cas du potentiel, le champ de vecteurs V dépend de la connais- 
sance d'une seule fonction $. 

Dans un cas moins particularisé, le champ de vecteurs dépend de deux 
fonctions ç et '|. 

Nous appellerons : 

Champ de vecteurs V<, cas du potentiel $; 
Champ de vecteurs Vj, cas des fonctions ç et ^; 
Champ de vecteurs V,, cas général. 

II. — Perfections des champs bilinéaires. 

49. Les considérations précédentes peuvent s'étendre aux champs bili- 
néaires quadratiques. 

On peut distinguer successivement les six cas suivants dans lesquels les 
champs quadratiques dépendent de i, 2, 3, 4j 5 ou 6 fonctions indépen- 
dantes. 

1^ Champ quadratique P,, dérivant au deuxième ordre d'un potentiel $, 
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OU au premier ordre d'un champ de vecteurs V = P,, 

^^'-z[-df-^-dyr ^"-z[-d^^-dry ^"^-zl-dy^-d^y 

V-** V-** v-*'*- 

*'-^' ^~^ ^'-dz' 

2° Champ quadratique P, dérivant d'un champ de vecteurs Pj ; 
3" Champ quadratique P, dérivant d'un champ de vecteurs P, ; 
4" Champ quadratique P4 : 

^'^'-^n-dT-^-dy)' ^''-^'^[■d^-^-àT)' ^^^-z'^y-dy-^-d^)' 

5° Champ quadratique P, : 

6® Champ général P^. 

III. — Quelques données au s^jet de champs bilinéaîres perfectionnés. 
50. Champ P<. — Il dérive d'un champ de vecteurs P,, 

d* d* p_d* 
^'-di' ^'--dj^' ^'--d^' 
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Le tourbillon du champ P< est nul. 

f)i^ ^t^ ^s^ 



^r'^=^z^.^ I^-=:^zTr:> I^ 



'^'~ âyâz' "''- dzdœ '^ dxdy 

Pression cubique P, 

I. n n .1 ^-^ à^^ d*'^ . . 
P = P..-H P,,4- P..= ^ + ^ 4- -^ == Ait 

(A* est la notation connue du paramètre différentiel du deuxième ordre). 
Champ complémentaire P', 



dy âz'- y-- dydz' 

^yy~ âz* "^ âx^' -•^~ Oxôy' 



Vecteur-force 1, 

â^ d^^ ô^^ _ à (d^^ 0^ à'4^\_ ôA^ 

' ~ dx^ "^ dxdy "^ ()xd5* ~ dx\âx^ "^ d^ "^ 'âz*)~ âx 

ôà^ ÔV 

dx dx 

dà^ dP 

dy ~ dy 

<)A0 dV 



' dx dx^ 



y dy dy' 



K 



dT - dz 



Le champ des vecteurs î dérive du potentiel A$ ou P. 
Le vecteur-force \ du champ P' est identiquement nul, 
La divergence du vecteur I est 

c)»P dn^ d^P .^ ^^. 
Quelques produits concernant le champ P : 
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Produit des champs A et P : 

Produit principal PP du champ P : 

Produit du champ B et du champ P ; vecteur BP : 

d*^ d^^ d*^ 



dydx ^ ây* " dy dz 

^1^ A\^ Al^ 

dzdx ^ dz dy âz* 

Produit principal PP du champ P; c'est le produit du champ P et du 
champ P dérivant de la fonction *. 



On a 

I â [fà^y fô^y fd^y-] 



^ âx dx* dy âx dy dz dx dz 



U — j -t-(^) -^(-Âz) 6St le carré de la grandeur du vecteur P. On 
peut noter cette expression PP. 

On voit donc que le vecteur des puissances PP dérive du poten- 
tiel i (PP). 

51. Champ P^. — Le champ P3 dérive d'un champ de vecteurs P,. 
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Le tourbillon T du vecteur P, est donné par les formules 

^^'-aU* ày)' 
„ _i/<?P. dPA 

^"-2\dy dx) 

Appelons moment principal du champ P, le moment du vecteur tour- 
billon T dans la position définie pour le vecteur P, (voir n" 8), nous aurons 

Mx=T„P^H-T«,P„ 
M^=T^,Ps + T^,P„ 
M, = T^^Pa, + T„P^. 



Pression cubique P, 



dx dy dz 



La pression cubique P du champ P, est aussi la divergence du champ P,. 
Vecteur-force I, 

*'~ dx* "^ â V dy* dxdyj 2\ dz* "^ dxdzj 

2 \ dx^ dy^ dz* J 'i dœ\ dx dy dz ) 2 \ * dx) 

La divergence du vecteur I est 

'/a^P* <^'P\ '/A<>Pr <>*P\ '/a<^îP «^'PN ad 
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Composantes du vecteur-force V du champ complémentaire P',, 

■^=b(37— •)■ 

La divergence du vecteur V est identiquement nulle. 
Produits du champ P3 : 
Produit principal PP, 

Vecteur du produit principal PP, , 



dx ' dx 



^ dx ^ 2 \ ^J' dx ) ^ 'i\ dz ôx ) 



2 dx^ ' 
On trouve donc 



52. Champ Pj. — Le champ P^ dérive d'un champ P,. 
V. 
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Tourbillon T : 

^^ "~ 2 \ (^5 ây J ~^ 2\ âz à y ây âz J^ 

^'^ 2\âû^ Oz J ~~ ^\ dœ dz àz dx}^ 

**^^ 2\dy ôx ) 2 \ ây ôx ôx à y ) 

Le tourbillon T est perpendiculaire au vecteur P. 
On a en effet identiquement 

Pf = I^Tv. -H P/r^ ^ P.T^v = o. 

On peut démontrer que la vérification de cette dernière condition est suf- 
fisante pour que le champ P soit un champ P^. 
Moment principal du champ P^. 

^} . 2 djc\ dx dx Oy dy Oz as ) 

Appelons P' le champ de vecteurs dérivant de la fonction $. 
Appelons P" le champ de vecteurs dérivant de la fonction W. On aura 

M, = iq^[p;(p'p)-p;(FF)], 

Eléments du champ quadratique : 

p - ^i!!£ — ^ X — ^" — 

•^^ Ox dx dx dx^ 

., ^à^^àW d^ nr^ 

^ ^ ~ dy ~~ dy ây dy^ * 

dPz àW d^ „, <)^^ 

dz dz dz dz* 

*^^~" 2\dz "^ dy )~Z\dz dy'^oy M^/ àydz' 

^' i\dx dz J 2\dxdz dz dx ) dz dx* 



p -1/^ ^\---L(!^^ ^^\ 
^^ "" 2 \ d[y dx J 2\dy dx . dx dy J 



, d*^ 

dxdy 
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Pression cubique ou divergence P : 

Vecteur-force I : 

à_/m d^ d^ d^ dW d^\ 
dx \ dx dx dy dy ôz âz ) 

■^^ àx\ dx^'^ dy^'^ âz'')'^^\âx dx^'^ dy dx dy "^ dz dxàz)\ 
En groupant les termes on trouvera 

l.= i[A(vg)H-^(FF+.>l'i*)], ■ 

La divergence du vecteur I vaut AP ou bien 

[a(p'F)+a(va*)]. 

Produits concernant le champ Pj : 

Le produit principal P Pet le vecteur principal PP peuvent être obtenus 
à l'aide des formules des champs Pj. «► 



P^^=»If^, p =^iir^, ï',,r='F.'^^= 



S5. Champ P,. 

Pression cubique P : . 
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Vecteur-force I : 

Si V est le champ de vecteurs dérivant du potentiel W 

54. Champ Pg, 

p -<I»ËX£, p _*^, p _^^, 

dx ^^ dy ôz 

Pression cubique P : 

Pzzrï^xV. 

Vecteur-force I : 

En appelant V le champ dérivant de la fonction ^ 
De même 
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55. Champ P,. — Nous désignerons ainsi un champ dont le vecleur- 
force I dérive du potentiel P 

I -^ 



âP 



1 — '^'^ 



■==s- 



Le champ P^ est un champ P7. 



56. Champ Pg. — Le vecteur-force 1 dérive d'un potentiel quelconque xs 

. dfs 
dz 

Les champs P^, P^ et P^ sont des champs Pg. 

57. Champ Pg ou champ normal. — Toutes les pressions se réduisent 
à des pressions normales. 

On peut conclure de la relation fondamentale des champs quadratiques 
qu'il faut et qu'il suffit pour cela que les relations suivantes soient satisfaites 

*^yz ^^^ *^zx = 1 jrjr ^= O. 

Le vecteur-force I devient 

1 _£?££_ ' àP 

, I dP 
. I dP 

I dérive du potentiel 5 P. 
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La divergence du vecteur I vaut « AP. 
Le produit AP s'écrit 

AP = P;,,A„4- PyyAyy^ P.cA,,= i P(A,, + A^^+ A,3)= 5 P X A. 

Le produit principal PP vaut (5 P) • 

Le vecteur de produit BP a pour composantes 

B^p:=ipxB,. 



Le vecteur BP est donc parallèle au vecteur B. 

Le champ quadratique des produits principaux des pressions PP (n° 3S) 
est déterminé par les six fonctions 

C'est .donc aussi un champ quadratique. normal. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

APPLICATIONS. 



PREMIÈRE APPLICATION. 

ÉTUDE CINÉMATIQUE DE LA VITESSE ET DE l' ACCÉLÉRATION DANS LE MOUVEMENT 

d'un milieu continu. 



I. — Vitesse. 

58. Adoptons les notations d'Euler. 

Soient x^ y, z les coordonnées instantanées d'un point du milieu con- 
tinu par rapport à un système d'axes rectangulaires fixes oxyz. 

w, p, w les composantes de la vitesse de ce point, suivant les axes. 

Nous ne considérerons que les mouvements continus du milieu tels que les 
composantes m, p, w de la vitesse sont des fonctions continues de a:, y, z et /. 

A chaque instant, l'ensemble des vitesses de tous les points du milieu 
constituent un champ continu de vecteurs V. 

Il se présente des cas particuliers remarquables lorsque le champ V est 
un champ V^ ou un champ V^, et lorsque les fonctions ç,, Çj, ?» (ï) sont 
indépendantes de /; dans ce dernier cas le mouvement est dit permanent. 

II. - Accélération. 
39. Notation. — Etant donnée une fonction continue 

nous appellerons dérwée de cette fonction en suivant le point dans son 
mous>ementy ou dérivée le long de la trajectoire du points la dérivée totale 
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en / de la fonction F, x^ y^ z étant des fonctions de / dont les dérivées 

en / sont w, p, w. 

Nous noterons : 

dF ÔF ôF (^F ()F ' 

dt ox oy àz oi 

60. Soit J Taccélération instantanée du point M(ic/5) à Tinstant i. 
Nous aurons 

^ du du du du du 

dt dx ày àz dt 

dv dv dv ôv ôv 

dt dx ày 05 ôt 



(2) \ Jr= -U^ÂZ^'^^.'''^ aZ"^-^ Zû' 



- d\P dsv div dsv dw 

dt dx dy dz dt 



Faisons usage des notations du champ quadratique dérivant du champ 
des vecteurs V(w, i^, w). 

Soit 6 la notation de ce champ quadratique. 



Nous aurons 



^^'-d^' ^''-d^' ^"-•Ji' 



Soit encore T le tourbillon de la vitesse V 



Nous en concluons 



^=»,.-v. 






^=e„.T„. 


^=««-T„, 





Par suite dans (2), 

//t» dv 

(3) j J, = ^^ = ©,x« -4- e,r «^ + «rzw + T^îi»- -t- T^,«H- ^, 
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61. Décomposons le vecteur J en trois vecteurs composants D, R et N 
détermines par les projections suivantes : 

D- z= e.^ M -h e.^ V 4- e.-^v = vêT. 



(5) 



R. 


= T., 


V + T^.M', 


Rr 


= T,= 


M' + T,,:M, 


R. 


= T.. 


« + T.^ f. 




[N,: 






N,: 


- w 




1 N;: 


= dt' 



(6) 



Nous appellerons : 
D accélération par déformation; 
R accélération par rotation qu tourbillon; 
N accélération par non-permanence. 

Il n'est pas nécessaire dejustifier la dénomination du vecteur N. Donnons 
quelques éclaircissements au sujet des vecteurs D et R. 

III. — Accélération par déformation. 

62. Le vecteur D est le vecteur principal du produit du champ V et de 

son champ quadratique dérivé (n** 32). Ce vecteur est donc invariant 
avec le choix des axes de coordonnées orthogonaux. 

On peut démontrer, par les théorèmes suivants, que Texistence du vec- 
teur D ou du champ quadratique caractérise la déformation instantanée 
du milieu pendant le mouvement. 

63. .Théorème. — Si entre deux époques t' et /", le champ quadratique 

disparaît^ c'est-à-dire si à chaque instant et en chaque point du milieu 
V. 7 
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Von a 

les distances des points restent invariables dans le mouvement ( * ). 
En effet, de 

on conclut d'abord 

»r=:/,(.r70- 



Puis, à cause de 0^^^ = o? 






-/^ ne renferme donc ni x. ni y. 

Cette propriété étant \raie par permutation pour toutes les fonctions et 
toutes les variables, on en conclura que w, r, w sont des fonctions linéaires x^ 
y et z. En posant ces formes linéaires a priori et en vérifiant alors les six 
relations de condition (7), on trouve 

iu^-qz — ry h- Mq, 
(8) K V z=irx—pz -4-^0, 

( w^py — qx-^-M'ç,, 

relations dans lesquelles /?, q^ r, Wo? ^'0? ^0 sont six fonctions de / seule- 
ment. 

Les relations (8), écrites pour deux points, donnent par différence 



wi— «f— 7(-i — -j) — ''(yi— /î) 

«'1— ^i— f'{x^ — Xt) — p{z^ — z^) 



(X^ »^j)f 



En faisant les multiplications indiquées, on obtient 

La distance des deux points quelconques considérés reste donc bien inva- 



(*) Voir [yar exemple, à ce sujet, Poin'caré, Leçons sur Vélasticitéy p. i3 (E. Naud)» 
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riable dans le mouvement, si la relation (9) existe d'une façon permanente 
dans l'intervalle de temps envisagé. 

64. Théorème réciproque. — Si entre les époques t! et /", le mouvement 
se réduit à un simple déplacement général laissant inaltérée la distance 
des points^ les relations suivantes sont satisfaites à chaque instant et en 
chaque point du milieu : 

^jtjc = ^yy = ^zz = ^yz = ^zx = ^xy = O. 

Considérons, en effet, le système d'axes fixes ox'y'z'j ox étant parallèle 
au segment M, Ma à un instant / compris entre /' et /". La distance M,M2 
étant invariable dans le mouvement, la relation (9), écrite pour les 
axes ox'y' z\ est satisfaite à chaque instant. 

A l'instant /, elle se réduit pour les points M, , Mg à (w, — u,^){x\ — x[^ = o, 
ce qui exige u^ = lî.^. 

Ce dernier résultat est vrai pour tous les points M< et M^ tels que M, Mj 
est parallèle à l'instant / à ox . Il résulte de ce qui précède que u' ne saurait 
varier avec x' ; on a donc 

du' 

Si (a) est la direction de ox' par rapport au système d'axes oxyz^ 
on a ^ =;0aa) et par suite 

6aa= O. 

Mais la relation fondamentale du champ bihnéaire quadratique donne 

Il faut que ©«« soit nul quelle que soit la direction quelconque (a) que 
l'on a choisie, les raisonnements précédents se répétant pour une autre 
direction (P). 

On en conclut par (10), où ©«« doit s'annuler quels que soient a^, ag, 
as, que 

^xx = ^yy = ®5S ^= ^yz = ^zx = ^xy ^^ O. 

C. Q. F. D. 
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65. L'existence du vecteur D ou du champ quadratique caractérise 
donc bien la déformation instantanée du milieu. 

On accentue cette conclusion en montrant que 0^^^, 0^,^., 0^^ sont des 
vitesses de dilalation suivant ox', oy^ oz^ dans la déformation du milieu, 
et que 0^^, 0-^., Q^y correspondent à des vitesses de glissement (*). 

66. Remarque. — On a vu (n° 51) que les projections de D peuvent 
se mettre sous la forme : 

D,= i^(vv)4-R.. 

2 ^5 ^ 

On pourrait donc décomposer le vecteur J en un vecteur dérivant du po- 
tentiel -(VV), un vecteur 2R et un vecteur N. 



IV. — Accélération par rotation. 

67. Les formules (5) montrent que le vecteur R est le moment prin- 
cipal (n° SI) du champ des vitesses V. Ce vecteur U est donc invariant avec 
le choix des axes orthogonaux de coordonnées. 

Dans le cas du déplacement général sans déformations on peut vérifier 
à l'aide des formules (8) que l'on a 

Le vecteur-— T est donc la rotation instantanée du milieu dans ce mou- 
vement. D'où la dénomination du vecteur R. 

Cette notion de rotation se maintient dans le cas des mouvements accom- 
pagnés de déformations. Cauchy a démontré que T est une sorte de ro- 
tation instantanée moyenne du milieu; M. Boussinesq a aussi remarqué 

(*) Voir y par exemple, Appell, Mécanique ^ t. II f, p. 288, 
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que T est la rotation instantanée du trièdre fluide formé par les trois 
directions principales du champ à l'instant / (*). 

V. — Champs bilinéaires dérivant du vecteur J d'accélération. 

68. L'ensemble des vecteurs d'accélération constitue, à un instant déter- 
miné, un champ de vecteurs dont il est intéressant d'étudier le champ tour- 
billonnaire et le champ quadratique dérivés. 

Les éléments de ceux-ci, c'est-à-dire les dérivées partielles de l'accéléra- 
tion, sont unis aux dérivées partielles de la vitesse par des formules que 
nous allons développer. 

Nous utiliserons les notations suivantes : 

fy/ Cl A' fil T' " 'p 

•^^~ di "^"^' ^>"~ di '' ' '^~ dl '^' 

£.* _^i __^^ ^/, __i/f^ . ^\_ i/A^ ^—\- 

'^'~' dx •'•'" ôx dt ' •^>~ i\dy'^ dx)'- i\dy dt dx dt)' 

•^^ 2\dy dx) 2\dy dt dx dt )' 
Nous définirons de même 

%y ^^ %yy ^'zz et e'„ e;, et e;.„ ei^ et e^^, 

1 y» ei *■ yzy ^ zx ei *■ zx' 

Nous déterminons ainsi les éléments de deux champs quadratiques 0' 
et 0", et de deux champs tourbillonnaires T' et T". 

69. On trouve, par simple diflërentiation, 



(II) 



dx 


_ du 
^ dx dt~ 


d du du du du di> dû dix> 
" dl dx dx dx dy dx dz dx' 




_ d du 
~ ày dt ~ 


d du du du du de du dtv 
" dt dy'^ dx dy '^ dy dy '^ dz dy' 


âz 


_ à du _ 
~ dy dt~ 


_ d du du du du dv du àw 
~diTz '^ dx Tz '^ 'ày dz ^ Tz'di'' 



(*) Cours de MM. Boussinesq et Appell à la Sorbonnc. 
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(.a) 



(i3) 







M. VANDEUREN. 


djc 


ô di^ _ 
"" âx dt ~ 


d dv dv dïi dv dv dv div 
~ dt dx dx dx dy dx dz dx 


ôy 


_ à d^^ _ 
~ dy dt~ 


d dv dv du dv dv dv dw 
~ dt dy dx dy dy dy dz dy^ 


diy 


d dv 


d dv dv du dv dv dv dw 


dz 


" dz dt~ 


' dt dz "*" dx dz '^ dy dz'^ dz dz ' 


dx 


d dw 
~ dx dt 


d dw dvv du div dv dw div 
"" dt dx dx dx dy dx dz dx^ 


ày 


d div 
- dy dt 


d dw dw du dw dv dw dw 
"~ dt dy dx dy dy dy dz dy * 


dz 


d dsv 
"~ dz dt 


d dw dw du dw dv dw dw 
~~ dt dz^ dx dz '^ dy dz'^ dz dz 



On en conclut les formules suivantes : 

e'x*= e«-i- {^.,y + {^.,Y+ (»«)' - (T,r)*- (T«)S 

On obtient par addition, 

-3[(T,»)»+(T«)'+(T,,)'] 



(i4) 



ou bien 



e'=e'+ee— aTï. 



On trouve ensuite 



By- B'y. + BxyB^Z + {Byy + B ^) By. — TjyT^Z, 

(,5) {B:^ = B',^-hBy,By:,+ (B,,-^B^^)B^-Ty,Ty^, 

B'xf = ® xy + Bzx Bzy ■+■ ( Bxx -^Byy) Bjcy — Tjjc Tjj- ; 

(i6 ) < TL == TU - e,xT,-.- e,y T^y -f- ( 0.= ^- e^,) T,,, 

( '^xx = T'jpj. — Szy TsA- — ^xz Tys -+- ( ^xx -+■ ^yy ) T^j • 

VI. — Transport à la vitesse des propriétés de l'accélération. 

70. Les relations que nous venons d'établir permettent de mettre en 
évidence des similitudes remarquables entre certaines propriétés des 
vecteurs- vitesse et des vecteurs-accélération. 



Digitized by 



Google 



THÉORIE DES CHAMPS CONTINUS BILINÉAIRES. 55 

Nous allons résumer ces propriétés dans les théorèmes suivants : 

Théorème. — Supposons qu^ entre deux époques t' et i" les dérivées 
partielles du champ des vitesses satisfont à l'une des propriétés sui- 
vantes j à chaque instant et en chaque point du milieu : 

I. 

du du , . ôi> âv ,. ôiv à^v 

|0 -- = -—-=0 ou bien -^=z-^-=zo ou bien -3— =: -r- --=o; 

df dz dz dx dx dy 

du dw ,. dv du , . dw dv 

2® rr- = -r-=o ou bien -r- = -- =: o ou bien -3— = -r— =0; 

dy dy dz dz dx dx 

^ du di^ d^x' , . du do dw . . du dv dw 

3° -^— = -r- = -3— = oubien 3-=--=i-3-=o ou bien -5-= -- = — -=0; 
dx dx dx dy dy dy dz dz dz 

, du du du .. di' dv dv , . div c)w d^v 

4* T-^-T- =-T- =0 OU bien -r— = -5-==-t- :=o oubien -r— r=-^-=z -y-— o; 
dx dy dz dx dy dz dx dy dz 

50 T,.,= T,,= T;,^=:o. 

Nous allons démontrer que la relation correspondante sera vérifiée 
par le champ des accélérations^ c'est-à-dire qu'à chacune des hypo- 
thèses précédentes correspondra l'une des conclusions suivantes : 

IL 



1*» 


dy dz 




ou bien 


diy _ diy __ 
dz "^ dx "^ 




OU bien 


dx dy ~~ ' 


2« 


di^ __ di, __ 
ày ~ dy " 




ou bien 


d^r à^^ 
dz- dz-"" 




ou bien 


()J, diy 

dx " dx"^' 


30 


di^_diy_di,_ 

dx dx dx~ 


:o 


ou bien 


à y ~~ ày dy ~ 


:0 


ou bien 


ài^_diy_di,_^ 
dz — dz — dz ~ 


40 


dx ~~ dy ~' dz ~ 


:0 


ou bien 


d^y _ d^y _ diy _ 

dx dy dz ~~ 


:0 


ou bien 


dx dy dz 


5« 








T" — T" —T" — 


:0. 







La démonstration de ce théorème est immédiate à l'aide des formules 
du paragraphe V. 

Ainsi, montrons que si 



du du 
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on a 

ôy ~ 'ôz ~~ 

-r- étant nul à chaque instant quels que soient x, y^ z et /, nous avons 

à du à du _ à du d du 

dx dy ~^ dy dy~~ dz dy~~ dt dy~ ' 



par suite 



De même 



d du 



d du 

diTz^''' 



Les deux dernières relations (i i) montrent alors que -^ et -^ sont iden- 
tiquement nulles. 

C. Q. F. D. 

Une démonstration absolument identique à celle-ci peut être produite 
dans toutes les autres hypothèses. 

Remarquons que Thypothèse du 5** conduit à ce théorème intéressant : 

Siy entre deux époques, le champ des vitesses dérwe d^un potentiel, 
il en est ainsi du champ des accélérations. 

71. Théorème réciproque. — Il s'énonce de la manière suivante : 

1** Si une des relations (II) est continûment vérifiée à chaque instant 
entre deux époques t et f\ 

2® Si la relation (I) correspondante est vérifiée à un instant t^ compris 
entre t etf\ 

Cette relation (I) sera continûment vérifiée dans tout Vinterçalle de 
temps {t" — t'). 

Nous allons donnera ce théorème une démonstration analogue à celle 
que Ton peut trouver dans Appell {Mécanique, t. III, p. 35o) pour le 
théorème de Lagrange, qui est le cas du 5° du présent théorème. 

Démontrons par exemple que si -p = ~ = o, on a aussi ^ = -r!^ = o, 
dans les conditions énoncées. 
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« Le mouvement étant supposé déterminé, en suivant une particule dans 
son mouvement, on a à chaque instant 

-^y-T-y-^y -r-y -T-^ étant remplacées dans les deux dernières relations ( 1 1 ) 
dx oy ay oz oz ^ ^ ^ 

par leurs valeurs en fonction de / on peut regarder ces équations comme 
un système de deux équations différentielles linéaires et homogènes définis- 
sant -r^ et -T^ en fonction du temps. L'intégration de ces équations fournira 

pour 3^ et -^ des fonctions de t dépendant d'une façon linéaire et homogène 
de deux constantes arbitraires qui seront par exemple les valeurs f^j 
et ( ^ j des deux fonctions à l'instant Iq. On aura ainsi des expressions de 
la forme 

$=(i)/.<'>-(m/.<'>. 

» Dès lors, si à l'instant l^ les valeurs de ( ^] ^H 7f) ^^^^ nulles, ^ 
et -p le sont à un instant quelconque. » 

Une démonstration analogue se reproduirait dans toutes les autres hypo- 
thèses envisagées dans (II). 

Le 5** correspond au célèbre théorème de Lagrange : « Dans les condi- 
lions énoncées^ si V accélération dérive d^un potentiel^ il en est ainsi de 
la vitesse. » 

72. Ca^ où la propriété de l'accélération nest réalisée à aucun 
moment par la vitesse. — Le théorème de Lagrange et ses congénères 
exigent que la propriété reconnue aux dérivées partielles de l'accélération 
soit vérifiée à un instant /© par les dérivées partielles correspondantes de la 
vitesse. 

Le mouvement offre-t-il des singularités si l'on ne trouve aucun instant t^^ 
compris entre /' et /", où la propriété de la vitesse est réalisée? 

V. 8 
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La réponse est affirmative; par exemple, l'étude du mouvement corres- 
pondant au théorème de Lagrange ainsi généralisé constitue la célèbre 
théorie des tourbillons de Helmholtz, dont on peut trouver toutes les 
déductions à Taide des seules équations (iG) dans lesquelles on ferait 

En la présentant comme nous venons de le faire, nous mettons bien en 
évidence l'essence cinématique de la théorie des tourbillons. On s'accorde 
généralement à lui reconnaître ce caractère; ainsi M. Appell dit dans son 
cours de Mécanique (t. III, p. 387) : « ... ces théorèmes (de la théorie des 
tourbillons) s'appliquent toutes les fois que les accélérations d'un fluide 
dérivent d'un potentiel uniforme dans toute l'étendue du fluide à chaque 
instant ». 

73. Observons en terminant que si les relations (iG) ne sont pas celles 
suivant lesquelles on donne habitueUement les équations de Helmholtz, il 
est pourtant très aisé de retrouver celles-ci avec ces relations (16). 

p étant la densité en un point, on peut écrire 



ctt 






Mais l'équation de continuité ( ' ) donne 
par suite 

D'un autre côté les relations (16) dans lesquelles T^.. = T^^ = T^^. = o 
donnent 



(*) Voir, par exemple : Appell, Mécanique^ t. IH, p. 278. 
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puisque 

T,,= -T,, et T,,= -T,,. 

En repassant aux notations des dérivées partielles 



d 
dt 


T 

? 


du 
~ dx 


P 


-^dx 


P 


+ 


d^v T^^ 

dx p 


dt p 


__ du T,, 
~ dx p 


du 


P 


+ 


du 
dz 


p 



Ce sont les deux formes classiques d'une des trois équations de Helmholtz, 
dont ce savant a déduit les diverses conséquences de sa théorie, sur laquelle 
nous n'insisterons pas (*). 

Nous nous contenterons da citer ici le théorème de Helmholtz : Les élé- 
ments fluides qui, à un instant t^, se trouvent sur une sur/ace ou une ligne 
de tourbillon^ se trouvent encore à un instant postérieur quelconque t sur 
une sur/ace ou une ligne de tourbillon. 



(1) Pour les délails de la théorie des tourbillons, consulter, parmi les Ouvrages ccrils en 
français : PoiNCARÉ, Théorlti des tourbillons (PArh^Cikvvéf i8cj3); Appell, Traité de Méca- 
nique rationnelle^ t. III, Cliap. XXXV ( Gauiliier-Villarî?, igoS). 



Digitized by 



Google 



6o M. YANDEUREN* 



DEUXIÈME APPLICATION. 

PREMIER EXEMPLE DE PRESSIONS RÉSULTANT DE SOMMES DE VECTEURS ASSIMILABLES 
A DES ACTIONS MOLÉCULAIRES. 

74. On sait que, dans un corps solide élastique^ les composantes des 
pressions physiques constituent les éléments d'un champ bilinéaire 
quadratique. Nous n'insisterons pas sur les démonstrations classiques à 
l'aide desquelles on établit cette proposition (* ). 

Nous plaçant à un point de vue particulier, qui semble se rapprocher 
des réalités physiques, nous allons étudier divers problèmes concernant 
des pressions exercées dans des milieux soumis à des forces moléculaires 
de diverses natures. 

75. Etant donné un champ continu de vecteurs I, considérons un petit 
élément de volume Sgj, ayant centre de figure au point N. 

Supposons que Ton puisse toujours prendre Sgt^ assez petit pour que le 

champ I soit sensiblement composé de vecteurs équipollents à Tintérieur 
de ôGj,. 

Dans ces conditions faisons correspondre a l'élément de volume Sgt, un 
vecteur 

ï X dey, 

appliqué au point N. 

Décomposons ce vecteur en une série de vecteurs composants émanant 
de N ; soient 

ces vecteurs, se répartissant d'une manière continue dans l'espace. Appe- 
lons r le champ de vecteurs constitué par l'ensemble de ces vecteurs com- 
posants. 

Considérons l'élément de surface So) ayant centre de figure en M. Soit M(a) 
la normale déterminant la face A de cet élément. La face B est déterminée 
par la normale M^^y 



(0 Voir, par exemple, Appell, Loc, cil , t. III, Chap. XXX. 



Digitized by 



Google 



THÉORIE DBS CHAMPS CONTINUS BILINËAIRES. 6l 

Étant donnés les divers points du milieu, envisageons les vecteurs tels 

que I^-SclT, qui, émanant d'un point N et prolongés suivant leur direction et 
sens y percent l'élément Sto par la face A. 

Soit RaX Scj) la résultante géométrique de translation de ces vecteurs. 

Soit, de même, Rl^ la résultante géométrique de translation des vecteurs 
perçant par la face B. 
Posons 

PÎ X ôci) = ( - RÎ|'-4- RÛ j âw 

et appelons P'^ la pression unitaire moyenne sur la face A de Scu. 
On remarquera que Ton a par définition 

PÏ^X ôci) = (- R[^4- R^) ôo) — - PÎ^o). 

Les champs de vecteurs étant continus, et oto suffisamment petit, on peut 

admettre que P^ tend vers une limite P» dont la valeur est sensiblement 
indépendante de la forme de l'élément Sca, lorsque Z(i> tend vers zéro. 

De plus, si nous supposons alors que le vecteur P^ x Sto est appliqué au 
point M, ce vecteur sera sensiblement la résultante géométrique unique, 
équivalente à tous les vecteurs qui concourent à former la pression. 

Nous appellerons Pa : la pression moyenne en }\ suivant la direction a. 

Nous allons démontrer que V ensemble des vecteurs Pa constituent les 

pressions d'un certain champ bilinéaire quadratique P, dont le champ I 
est le champ des vecteurs-force. 

A chaque mode de décomposition différent du champ I suivant lé 

champ r, correspondra en général un champ P différent. Il sera donc aussi 

démontré qu'fV existe une infinité de champs quadratiques dont le champ I 
est le champ des vecteurs-force. 

76. Démonstration. — Nous allons démontrer que la composante Pap, 

suivant la direction (P) de la pression P^ déterminée au n** 75, satisfait à 
la formule fondamentale des champs quadratiques. 
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i*' Paxj Pxxj Pyx et Pzx étant les composantes des pressions P^, P^, P^ 
et P^ suivant la direction oxj on a la relation 

(i) PoLr=^ Px^ai 4- P:>x«î-H Pcxa». 

Démonstration par le tétraèdre de Cauchy : 

Appelons : 

SA la distance du point M à la face ABC du tétraèdre, 

Sgt le volume de celui-ci, 

(a) la direction de la normale à ABC, comptée vers Textérieur du 
tétraèdre, 

-h S la surface totale extérieure de celui-ci, 

— S la surface totale intérieure de celui-ci. 

On a 

Surface ABC =3 ^, 

Surface MBC = 3ai—, 

Surface MCA =3a,^, 

Ofl 

Surface MAB = Sa, S- 
on 

Subdivisons le tétraèdre ôgj, sans solution de continuité, eo une série 
de petits volumes Sgt, ; à chacun de ceux-ci correspondeat des vec- 
teurs I^x OGT,; évaluons la résultante de translation de ca» vecteurs. 

La projection sur ox de cette résultante vaudra 

Nous pouvons évaluer cette même composante en fonction des pressions 
au travers de la surface du tétraèdre. 

En effet S_s(R)xS(«> correspond à la somme des projections des vec- 
teurs de l'intérieur du tétraèdre, augmentée de celles de certains vecteurs 
émanant de points extérieurs au tétraèdre, qui perceraient celui-ci en deux 
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points : à l'entrée, par la surface extérieure du tétraèdre; à la sortie, par 
la surface intérieure du tétraèdre. 

Les projections de ces vecteurs extérieurs constituent, aux points de 

percée de l'entrée, la somme S^.8(R)arS^» 
^ Par suite, on a 

En décomposant 

2h_s(p)x*w = IabcFox^w — (iiiBcPxx^w -+- liicxPrx^w -+- ^ImabPcx^w). 

Si Scy est suffisamment petit, on pourra, par approximation, remplacer 
les diverses sommes précédentes par des valeurs moyennes, et Ton trouvera 

, ^ Tfc 3 dcj -^ 3 3cy .^ 3 otj -^ 3 icy 

ôcj disparaissant de cette équation, si th devient suffisamment petit, les 
divei^es fonctions restant finies et continues, on arrivera à la relation sui- 
vante, qui sera vérifiée avec l'approximation que l'on voudra 

Potx= Px^ai -+- Pj-tai -+- P5x«j. 

On obtiendrait de la même manière les valeurs de Pa^. et Pa,. 

Dans ces relations, il n'est pas encore permis de permuter les deux indices 
d'une composante de pression. Le premier indice indique la direction sui- 
vant laquelle on calcule la pression, le deuxième indice indique la direction 
sur laquelle la pression est projetée. 

77. 2*^ En chaque point du milieu, l'on a 



dx dy âz 

et deux relations correspondantes pour 1^ et 1^. 

Considérons le domaine D isolé dans le milieu par la surface fermée S ; 
soit -+- S la surface extérieure de D; — S la surface intérieure; (a) la 
direction de la normale extérieure à S, au centre de figure d'un petit élé- 
ment So) de S. 
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Décomposons D sans solution de continuité en une série de petits élé- 
ments de volume Sgt,. 

La composante suivant ox de la résultante de translation des vec- 
teurs I^x Sgj, de rintérieur de D atteint 

cette somme équivaut encore à 
En effet, on a 

2+sPax *w == 2_.s(Ra)x*w — 2^.s(Ra)x*w, 

Un vecteur I^Stzf, émanant d'un point intérieur à D perce — S aux 
points N|, Nj, . . ., Njn^.! et -f- S aux points Nj, N^, . . ., Nj/,. 

La composante de cette force figure donc {n + i) fois dans £_g(Ra)-p8a) 
et n fois dans 2+8(R-a)jpS^; elle figure donc une fois dans S^sPaar^^- 

Un vecteur I<.8gt, émanant d'un point extérieur à D et pénétrant dans 
celui-ci, perce +S aux points N|, N,, N^n-i et — S aux points N^, 
N4, ..., Na^; la composante due à un tel vecteur disparaît doncdeS+sPo^Sto. 
On a donc bien 

2dIx5cJ| = 2+8 Pax *«. 

ce qui donne, à l'aide de (i) 

2Dl:r*CJl = 24.s(Pxx«|-+-Prr«î-+-Pcxa3)5w. 

Si les volumes 8cT| sont suffisamment petits, on peut assimiler approxima- 
tivement ces deux sommes à leurs intégrales limites. 
On a donc 

( l^dw^— I (Px:r«i4-Prxai-+-Pzx«î)^w, 

puis par une des transformations du théorème de Green 

Cette relation devant être vérifiée quel que soit le volume D, on sait que 
Ton doit avoir 



OX dy dz 



C. 0. F. D. 
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78. 3"* Démontrons enfin l'égalité des composantes tangentielles des 
pressions 

(3) P,.= P=,. 

De même 

P — P P — P 

Soient 

les coordonnées du point N et des points de percée successifs par — S 

et -h S du vecteur I^Stn émanant de N. 
Si N est extérieur à D on aura 

■*fj- ■*<•> *ez 



•^1— -^1 y*— 7t -1 — -1 

'fx Igy ^ez 

«^4 — -^z y^ — yz ^v — ^3 
•••» 

*cx ^ey *ez 



^in — ^in—i y^n — y\n-\ ^%n ^ln-\ 

On en conclut 

I = I^^(5, -f- 5j -^ . . . -h 5,«_, ) — \ez{yt -h /3 -H ... -h /2«-, ). 

Si N est intérieur à D, on prouvera de môme 



(5) . 

Faisons les sommes suivantes 

sommes dans lesquelles a?, y, -s sont les coordonnées du centre de figure 
de l'élément So). 

En considérant les vecteurs qui composent Ra et R_a, on verra, à l'aide 
de (4) et de (5), que les divers termes se détruisent, sauf certains d'entre 
eux dont la somme se réduit à 

dans laquelle lylxs^ et I^jSgt, sont les composantes du vecteur émanant d'un 
point intérieur à D, x^y^ z les coordonnées de ce point. 
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On a donc 

que l'on pourra approximativement remplacer par la relation entre inté- 
grales : 

Mais avec (i) 

^ AdV^ - Px./)a,-^ (P,, ^ - P,c.^ )«,-^ (Pc, 5 - P..7)a3]^co, 
et par la transformation de Green 
"X [^ (ÏV-- ~ i -/) -^ 4^ (P.r-- - P.cj) + ^ (P.,. - P«J)] ^nr. 

(G) î'iant vérifiée quel que soit D, il faut donc 

A cause des relations (2) on conclut 

P — P 

C. Q. F. D. 

La démonstration aurait d'ailleurs pu servir à établir les relations (2), 
puisque (7) doit être satisfaite quelle que soit la position de l'origine o des 
axes, donc quels que soient jv et z. 

79. En projetant P» sur la direction (P), on obtient 

Pctp=Pctx(3|4-Par(3«-^P«c(33; 

à Taide de (i) on retrouve ainsi la relation fondamentale des champs qua- 
dratiques 

P«p= Pxx«i(3i-^P,,«2?«-HPcza3i33+P,.(«.(3a4-a,;3,) 
-^ P.x(«3(3i -+- «,(3,) 4- P:,,.(a,(3,-h «,(3,), 

puisque la réciprocité des composantes tangentielles est maintenant assurée. 



(7) 
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Les vecteurs P» sont donc bien les pressions d'un champ quadratique F, 
dont I est vecteur-force. 

80. Nous ne connaissons pas d'application immédiate des champs de 
pressions très généraux que nous venons de déterminer. Nous avons 
cependant cité cet exemple, pour les deux raisons suivantes : 

1** Ces pressions conviennent à des actions moléculaires extrêmement 
générales. 

On pourrait supposer, en effet, que les ^divers vecteurs formant le 

champ r et qui ont en un point M une résultante égale à I, sont autant 
d'actions exercées séparément sur le point M, par divers autres points du 
milieu. 

Aucune hypothèse n'ayant été faite sur la grandeur et la direction de ces 
vecteurs F, on voit que les résultats analytiques que nous avons établis con- 
viennent à des systèmes d'actions moléculaires absolument quelconques; 
celles-ci ne doivent pas nécessairement être des fonctions de la distance des 
points, ni être dirigées suivant le segment qui joint deux points entre 
lesquels elles s'exercent, ni satisfaire au principe de l'égalité de l'action et 
de la réaction. 

Peut-être pourrait-on tirer parti de ces résultats généraux dans certaines 
branches delà Physique mathématique. 

2** Nous avons établi qu'à un champ de forces déterminé conviennent, 
analytiquement, une infinité de champs de pressions, c'est-à-dire une infi- 
nité d'ensembles de six fonctions P^^., P^^ , P^,, P^^, P.^, P^^. qui sont reliées 
à la force par les formules (2). Dans la mécanique analytique des milieux 
déformables on utilise six fonctions de pressions qui satisfont aux for- 
mules (2) et à trois équations d'équihbre à la surface ( '). On ne démontre 
pas que ce système de pression est unique (^). Pcut-élre y a-t-il donc là 
une lacune, qu'il est nécessaire de combler en donnant une définition plus 
complète du système de pression utilisé, ainsi qu'on le fait en Mécanique 
physique, lorsqu'on définit la pression à l'aide des actions moléculaires. 

(*) Voir DuiiEM} flydrodynaniiqucy Elasticitêy Acoustique. T. I, p. 4^« 
(*) DtiiEM) Loc. cit., p. 44. (Dernidi^ paragraplie du n" 2.) 
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TROISIÈME APPLICATION. 

DKUXIÈMf EXEMPLE DE PRESSIONS RÉSULTANT DE SOMMES VECTEURS ASSIMILABLES A DES ACTIONS 
MOLÉCULAIRES. — THÉORIE DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR PAR CONDUCTIBILITÉ DANS 
LES MILIEUX INDÉFINIS, PAR FOURIER. 



I. — Vecteur différentiel. 

81. Considérons un domaine D de l'espace limite par la surface S. 

Soient x^ y, z les coordonnées d'un point M par rapport aux axes 
fixes oocyz. 

Soient it?,,^,, z^ les projections sur ox^ oy^ oz du segment dirigé MM, 
joignant le point M à un point quelconque M, du champ D. 

Soit encore r, la grandeur absolue du segment MM, . 

Considérons une fonction continue de a;,, y,, z^ 

qui soit telle que l'on ait 

et une autre fonction continue de Xj y, z 

Entourons les points M et M, de deux éléments de volume Sgt et Scj, 
ayant respectivement centre de figure en M et M,. 

Nous admettrons que l'on peut toujours prendre Sgt et Scr, assez petits 
pour que les fonctions /^ et p ne varient pas sensiblement pour toutes les 
positions possibles de M et M, respectivement dans Sgt et Scr,. 

Faisons correspondre, à chaque point M et pour chaque point M, du 
milieu, un vecteuî^ différentiel partant de M, dirigé suivant M, M si/, est 
positif, et suivant MM, si/, est négatif, ce vecteur ayant la valeur 

pp,/, ôgj5gj, 
p et p, étant les valeurs de la fonction p aux points M et M, . 
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Subdivisons le milieu sans solution de continuité en une multitude de 
petits éléments de volume Sgt satisfaisant aux conditions énoncées plus 
haut. 

Appelons pi la résultante géométrique rapportée à Tunité de volume des 
vecteurs ainsi appliqués au point M. Nous aurons 

1 Ia:= — 2p,/, ^ÔCJ„ 



(8) / J^ = -2p,/, ^ôni„ 



'1 



II. — Pression de Navier. 

82. Envisageons l'élément de surface Sw ayant centre de figure en N, 
dont la face A est orientée par la normale (a). 

Considérons tous les segments tels que MM, qui percent Sco, M étant 
du côté A par rapport à Sw. 

Évaluons la résultante de translation des vecteurs différentiels corres- 
pondants, appliqués aux points M , . Soit PJ, X Sco cette résultante de trans- 
lation. 

P'a est la pression moyenne de Navier au travers de So) (*). 

Si 8(1) devient suffisamment petit, on peut admettre que P^ prend une 
valeur sensiblement indépendante de la forme de Sco; de plus, le système 
des vecteurs différentiels composants P'a^w admet alors sensiblement une 
résultante unique qui passe par le centre de figure N de S(o. 

Soit Pa cette valeur limite do P'^; nous l'appellerons />/•e55/o/^ de Nas^ier 
au point N dans la direction (oi). 

Il est aisé de vérifier que P_a= Pa- 

En effet, d'après la forme de la fonction^, , au vecteur différentiel appliqué 
en M, et dépendant du point M correspond un vecteur égal et directement 
opposé au premier, appliqué en M et correspondant au point M». 

(») Voir à ce sujel : Poincaré, Élasticité, p. 73. 
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Ce dernier vecteur entre dans la somme constituant la pression de Navier 
au travers de la face B de Télément Sw. 
On a donc bien 

et, par suite, 

83. Nous allons démontrer que la pression de Navier constitue la pressi on 
dans un champ quadratique P, dont pi est le vecteur-force. 

I** Théorème du tétraèdre de Cauchy. 

Utilisons les notations du n** 76; nous aurons encore 

Démontrons, en effet, l'égalité 

(9) iSdplïixO^l — 2sPaxOW. 

(a) Les vecteurs émanant d'un point intérieur au tétraèdre et correspon- 
dant à un point extérieur au tétraèdre figurent dans chacune des deux 
sommes. 

(6) Les vecteurs émanant d'un point intérieur au tétraèdre et correspon- 
dant à un point intérieur au tétraèdre ne figurent pas dans la deuxième 
somme et se détruisent deux à deux dans la première somme. 

(c) Les vecteurs émanant d'un point M, extérieur au tétraèdre et corres- 
pondant à un point M extérieur au tétraèdre ne figurent pas dans la 
première somme; dans la seconde somme, ils figurent deux à deux en signe 
contraire aux points de percée du segment MM< dans la surface intérieure 
du tétraèdre; ils disparaissent donc dans la deuxième somme. 

L'égalité (9) étant ainsi établie, on peut continuer la démonstration 
comme au n° 76, à partir de l'égalité correspondante. 

84. 2° En chaque point du milieu, l'on a 

d\\^ f)P,, c)P,, 

et relations correspondantes pour pl^. et pl^. 
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Reprenons les notations du n*' 77 et démontrons que Ton a encore 

(a) Considérons un vecteur différentiel émanant de N intérieur à D, et 
correspondant à N' extérieur à D. La composante de ce vecteur figure une 
fois dans la première somme, avec le signe -f- par exemple. 

Elle figure alors (/i 4- i) fois dans la deuxième somme avec le signe 4- 
aux points de percée N,, N3, ..., Na^^.,, et n fois avec le signe — aux points 
de percée Nj, N^, . ., N^^ du segment NN' dans S; elle reste donc une fois 
avec le signe 4- dans la deuxième somme. 

{h) Considérons les vecteurs différentiels émanant d'un point N intérieur 
à D et correspondant à un point N' intérieur à D. Les composantes de tels 
vecteurs se détruisent deux à deux dans la première somme. Dans la 
deuxième somme elles figurent avec un signe aux points de percée N,, 
1X3, ..., Na;,^,, avec l'autre signe aux points de percée N^, N^, ..., N^;, 
de NN' dans la surface de D. Ces composantes disparaissent donc aussi de 
la deuxième somme. 

(c) Enfin il reste les vecteurs émanant d'un point N extérieur à D et cor- 
respondant à un point N' extérieur à D. Les composantes de ces vecteurs 
ne figurent pas dans la première somme. Elles figurent avec un signe aux 
points de percée N|, N,, . . ., Njn-i et avec le signe contraire aux points de 
percée N^, N4, ..., Nj^, de NN' dans la surface de D. Ces composantes 
disparaissent donc encore de la deuxième somme. 

L'égalité (10) est donc bien démontrée, et le reste de la démonstration 
se poursuit comme au n"^ 77 à partir de l'égalité correspondante. 

85. 3*^ Enfin l'on a encore en chaque point du milieu 
comme au n** 58; démontrons pour cela que l'on a encore 

(n) 2s(Pa^5 — Pac7)ow — 2i,p(1^5 — l.j)ôcj=:0. 

Sans entrer dans de plus amples détails, disons que, à toutes les positions 
de deux points M et M, relativement au domaine D, il correspond dans les 
sommes du premier membre, aux deux vecteurs différentiels émanant de M 
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et de M,^ un nombre pair 2/1 de vecteurs appliqués en 2/1 points du seg- 
ment MM,; ces vecteurs sont d'ailleurs dirigés n fois suivant MM, et n fois 

suivant M, M. 

La somme des moments de ces vecteurs, par rapport à Taxe ox, est donc 
nulle. C'est précisément cette somme qui figure dans la relation (11), qui 
est par conséquent vérifiée. 

Le reste de la démonstration se continue comme au n® 78; comme au 
n*" 79, on démontrerait aussi que le champ des pressions de Navier est bien 

un champ quadratique P. 



III. — Transformation en intégrales de volume des sommes 
donnant les pressions de Navier. 

86. Les sommes donnant directement les composantes des pressions de 
Navier, en fonction des vecteurs difTérentiels, se présentent sous une forme 
assez compliquée. 

On peut les transformer en intégrales de volume dans l'hypothèse sui- 
vante : 

La fonction f y{x\^ y\^ z\^ devient insensible dès que r, devient sen- 
sible ^ c'est-à-dire dépasse une limite R, extrêmement petite^ appelée 
rayon d'activité moléculaire du milieu au point M ou au point M,. 

87. Démonstration. — Considérons un champ continu de vecteurs 
quelconques A. 

Aux points M et M, correspond le vecteur différentiel 

dirigé en M vers M, si/, est négatif. 

En M le produit du vecteur A et du vecteur différentiel a pour 
expression 

En M, le produit du vecteur différentiel et du vecteur A, sera 

ppi ^ 5cjôcj|(A,^x,-h A^^y,-+-A,.5i)• 
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La somme de ces deux produits sera donc 

a,=rpp, ^ôcTdcj,[(A,j.— A^)j:,-+-(A,^— A;>)v,4-(A,.— A.)5,]. 

Cette somme n'existe que si r, est plus petit que Rj. Mais alors M et M, 

sont tellement rapprochés que, si le champ A est bien continu, on peut 

remplacer approximativement (A,^ — A^.), ..., par les premiers termes 
de la formule de Taylor 

. . ôAj. ôA^ dX^ 

. . ^Ay dAy ^Av 

. . ^A; àAz OAz 

Au A. == -r— ^|H r— Vl-H -T— -^1- 

djc dy ^ âz 

Par suite, avec les notations du champ quadratique A, 

<^i= PPi y ^^^^i[ Ax^c^î 4- A^.^jî 4- A-c^î 4- 2(A^.7i:;, 4- A-ar^,^, 4- Aa-^r*^^ 

Faisons la somme de tous les produits intéressant les couples de vecteurs 
différentiels dont Tun émane du point M. Nous obtenons 

(7 = p Sxslpi ^ [ k:rx^] "+- ^yyf] 4- A-^sJ 4" 2 ( A^-/, 3, 4- A-^r-i^i 4- A^r-^^l/l )] ^«J,. 
'i 

Faisons enfin la somme de toutes les sommes a correspondant aux 
points M intérieurs au domaine quelconque D, nous aurons 

(12) (Jo:=liipdxslpi ^5nj,(A;ra-^Î4-- • •^- '^kxy^ty\)l ' 

''t 

a^ comprend : 

(a) Deux fois le produit du vecteur A et des vecteurs différentiels 
émanant d'un point intérieur à D et correspondant à un autre point 
intérieur à D. 

Soit 2A la somme de ces produits. 

(b) Une fois le produit du vecteur A et des vecteurs différentiels 
émanant d'un point intérieur à D et correspondant à un point extérieur 
à D; soit B. ^ 

V. 10 
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(c) Une fois le produit du vecteur A et des vecteurs diffcTenliels éma- 
nant d'un point extérieur à D et correspondant à un point intérieur à D; 
soit C 

On a donc 

(i3) <7u=2A-+-B4-C. 

Calculons B. 

On peul grouper les vecteurs dilTérenliels qui entrent dans son expres- 
sion en pressions élémentaires de Navier au travers de la surface S limi- 
tant D, 

Soient Sco un petit élément de S, N son centre de figure, (a) la normale 
extérieure à S émanant de N, P» Sco la pression moyenne de Navier au 
travers de Sco. 

Les vecteurs différentiels qui concourent à former PaSw sont appliqués 
en des points M extrêmement voisins de N. On peut donc admettre en 
première approximation que les vecteurs A émanant de tous ces points M 
sont sensiblement équipollenls au vecteur A du point N. 

Dès lors, le produit de ces vecteurs différentiels et du vecteur A aura 
l'expression suivante : 

Xj yj z étant les coordonnées du point N. 
Par suite on aura 

(14) B = 2s(PaxA, + Pa, A, 4- PûtzA,)ôa3. 

On trouvera de même 

(|5) C = -:2is(P«xA.-hPa,A,4-Pa.A,)ôa). 

B et C ont donc même valeur absolue en première approximation. 
D'un autre côté, on a évidemment 

A + B := - IbP ônj ^(iç., ^ a:, o^nr) A, -f (ip, {i y, oV^ A, m- (ip, -^ z, orn^ \,] , 

puisque (A -f- B) est la somme des produits du vecteur A et de tous les 
vecteur* différentiels appliqués en un point intérieur à D. 
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On peut écrire cette relation, à cause de (8), 
( 1(3) A -4- H = li,p ânT( L A^ 4- 1^. A, -4- I, A,). 

On a maintenant en ( r3), h Taide de ( i i), ( i5) et ( iG) et en passant 
aux intégrales par ap|)ro\imalion, 

I (TD=2AH-B-f-C = 2(A4-H) + (C-B):=2(A-+-B)-4-2C 

('7) iziaT rpr/GT(Ï^A,-hi,A,.+ I,A,)-- r(Pa^A^4-PavA,.+ l>a.A,)^«|. 

A l'aide de formules connues et de la transformation de Green, on trou- 
vera ensuite 

Z3 J[(P,,A,-hP,,.A,.-h P.cAJa, 

-+- (P,-xA.-+- P,.,.A,.-H P,j.A,)a,-i- (P,,\,4- Pc, A,--h P..A,)a3]e/r^ 

=f[-^J, (P.xA^H- P;r,A,-f-P..A,) 

4- -~ {PyJc^.-h P,-,.A^4- P,v A,) -h J^ {P..A,4- P.,.A^-h P.= A,)j cfm 

■+- Pxu:A^^-h P,rA>r4- Pc=A-.-f- 2(P^;,Aj.,-h l\x^zx-^^xy^xy)\dm 

= /p^cj(UA^-l-l^.A^.4-I.A-)4- fdxs{v\). 
On obtient ainsi en (17), 

Et avec (12) 

J pdinxj pi'^ ûfCT,(A;rx^î -+-. • •-^- 2Axj j:,/,) = — ijdm{pl). 

Cette relation devant être vérifiée quel que soit D, on en conclut 

{18) plpi ^ 0Gy,(A^^x;-t-...H-2A;rr^i7i)= — 2PÂ. 
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En développant PA, la formule (18) peut s'écrire sous forme d'une 
expression linéaire et homogène en A^^, A^^, A„, A,., A^^, Aj.^, expres- 
sion qui doit être nulle quelles que soient ces six fonctions. Il faut en con- 
clure que les coefficients de ces fonctions sont identiquement nuls, ce qui 
conduit aux six relations 

Pxx = — ^ pipi ^ ^\ ocj,, 

I 



(•9) 



( 



On en lire 



2 / I 

P^..=:— ^p2pi=^ V,5,ÔCJ„ 
2 /, 



2 / 1 



P =z P^^ 4- Pyy -I- P,, = - ^ plpj, r, im,. 



Ces formules connues sont les relations cherchées, qui donnent les six 
éléments du champ quadratique des pressions de Navier, sous forme d'in- 
tégrales de volume. 

88. A l'aide de la relation fondamentale des champs quadratiques on 
en tire 

-h 5,a;,(a3(3, + «, Pj) -h ^,j^i(a, Pj -h «,(3, )]. 
En projetant î\ sur les directions (a) et (p) on obtient 

r,a = JTi ai H- y^ a, -h 5, a„ 

r,p = 07,(3,4-^^,(3, H- ^,(3,; 
par suite 

r,aXr,p=:j:'îa,(3,-hj^î«jP,4-5Îa3(33 4-7,^,(a2(3,-f-a,(3j) 
-h^,dr,(a,j3i4-«,{3,)-l-ar,j,(a,(3,4-a,(3,). 

On peut donc écrire 

(20) Pap ^ - i plp^ ^ /-.a X /'ip. 

2 / , 
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Telle est la formule remarquable donnant la composante générale P^p de 
la pression de Navier, sous forme d'une intégrale de volume, dans le cas 
du rayon d'ac/ivi/c réduit. 

Cliaque fois qu'une fonction P'^^^ se présentera dans ces conditions sous 
la forme 

*"«? = - 2 P'2pi7r''i«x'*ip» 

p' et/' satisfaisant aux conditions exigées pour p et/, V'^^ sera la fonction 
générale d'un champ quadratique P'. 

89. Remarquons encore, pour terminer, que, danî le cas du champ 
d'activité réduit, il n'y a pas d'inconvénient à supposer que /< soit fonction, 
outre de a?^, yj, ;;^, de certaines variables p', p''', ..., fonctions de x^ y 
et z^ qui conserveraient des valeurs sensiblement constantes dans l'intérieur 
du champ d'activité d'un point du milieu. Ces variables joueraient alors le 
rôle de constanles dans les sommes que nous envisageons, et n'altéreraient 
pas nos conclusions. 

IV. — Application. Théorie de la propagation 
de la chaleur par conductibilité, dans les milieux indéfinis, par Fourier. 

90. Les théories de l'élasticité (hypothèse des forces centrales) et la 
théorie de la propagation de la chaleur par conductibilité de Fourier offrent 
des applications immédiates des résultats analytiques que nous venons 
d'établir. 

Il nous a semblé intéressant de traiter ce dernier exemple, dont nous 
allons renouveler quelque peu l'exposition. Il est entendu que nous nous 
plaçons au point de vue analytique, et que nous n'entendons pas discuter ici 
la théorie de Fourier au point de vue de la réalisation physique des hypo- 
thèses qui en sont le point de départ (*). 



(*) La chaleur étanl une des formes du travail, il semble que l'on doive accorder plus de 
crédit aux théories qui cherchent l'origine de la propagation de la chaleur dans le travail 
produit par l'agitation calorifique. Consulter à ce sujet : J. Boussinesq, Théorie analytique 
de la chaleur, t. I et II, Gauthier-Villars; 1901-1903. 



Digitized by 



Google 



78 M, YANDELRKN. 

01. Hypothèse fondamentale de Fourier, — Soient T et T, les tem- 
pératures des deux particules M et M^ d'un corps quelconque. 

Avec M. II. Poincarc (*) nous admettrons, en généralisation de l'idée 
de Fourier, que, pendant le temps extrêmement court S/, la particule M< 
cède à la particule M une quantité de chaleur égale à 

ÔQ=ztï>(r„T)(T,-T)o\ 

0(r<,T) étant une fonction de î\ négligeable dès que r^ devient sensible. 

Nous admettrons, de plus, que SQ est proportionnel aux masses des deux 
particules en présence. 

Si p est la densité moyenne du corps en M, p, la densité moyenne du 
corps en M,, ces masses sont respectivement 

p ils et pi^cTi. 
Nous prendrons ainsi définitivement 

(21) ÔQ=:pa5JXpi35TiX^(ri, Ï)(T,-Ï)x5^ 

'1» (/'j, T) étant encore négligeable dès que r, devient sensible. 

92. La quantité totale de chaleur reçue au bout du temps It parla parti- 
cule M peut s'écrire 

C X p X iw X ôT, 

C étant la chaleur spécifique du corps en M; ST l'accroissement de la tem- 
pérature au bout du temps S/. 

D'un autre côté, cette quantité totale de chaleur s'expriaie par 

le signe S s'adressant à toutes les particules échangeant de la chaleur avec M. 
En passant à la limite, tt tendant vers zéro, on trouve donc l'équation 
suivante : 

Cp ÔCT X ^ — p Ôrolp, 4/( /-jT) (Tt - T) ÔGJj, 



(») Consulter : H. Poi.ncarê, Propagation de la chaleur, p. 4- Paris, Naud. 1895. 
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OU bien encore 



C^=2p,4;(r,T)(T,-T)âTij., 



T et T< sont des fonctions continues des coordonnées des points M et M,, 
par rapporta oxyz\ dans la somme S n'interviennent que des points M,, 
extrêmement rapprochés du point M. Avec les notations du n° 61 on peut 
donc écrire par approximation 



01 



ôT 



Ti-T=;^^,H--^7,-h 



dx 



Par suite 

(22) 



ày 



dz 



z *'!• 



( 



93. Posons 



(23) 



2p,^(/-,T)^;;,Ô5T,. 



K,^^-p2p,^(/-,T)^îte„ 



Kj-.=:-p2p,J;(/-,T)/iSjOCJi, 



K. 



zx—- p2piJ>(/-tT)5,a:,âGJi, 



1 Kjcy— -plpx^{l\l)x^Y^àxS5^. 

D'après le paragraphe II[ du présent Chapitre, les quantités 

constituent les éléments d^un champ bilinéaire quadratique^ dont le 
vecteur-force est donné par les trois projections 

p2p,4/(r,ï) — jPjÔGj,, 
p2p,^(/-,T)— y,(5GTi, 
p2pr|(riT)^iî,ânT,. 
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En effet, d'après le n*" 89, on peut supposer que, dans les formules (8), 
— se met sous la forme particulière 

^ = -+(nT)^. 

T et ^ prennent en effet des valeurs que Ton peut supposer approximati- 
vement constantes pour toutes les positions du point M, auxquelles corres- 
pond une valeur sensible de '^{r^ T). 

L'équation (19) démontre alors la proposition énoncée. 

Avec la formule du vecteur-force, on pourra alors écrire 

De même 

Par suite, dans l'équation du mouvement (22) 

/ d (Ô'V -. ÔT ^ àl ^ \ 

\ ôz\dx dy ' dz ) 

La relation (24) est l'équation la plus générale du mouvement de 
la chaleur, déduite de Thypothèse du rayonnement particulaire de 
Fourier. 

Les six paramètres Kj.^., . , ., K^^. constituent les éléments d'un champ bili- 

néaire quadratique K des coefftciefds de conductibililé du corps envisagé. 

Les pressions normales Ka» ^^ ce champ K sont les coefficients de con- 
ductibilité directe. 
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Posons 

Fy, Fj, F, sont les composantes du vecteur F des produils du champ de 

vecteurs dérivant du potentiel T et du champ K (n*" 31). 

On pourrait dire par définition que Fa est lejlux de chaleur au travers 
du plan perpendiculaire à la direction (a). 

L'équation du mouvement (24) peut ainsi s'écrire 

dT ô¥^ ô¥y ôF, 

Le deuxième membre de (20) est la divergence du vecteur F des flux de 
chaleurs; d'après le n® 33, si T est le champ de vecteurs dérivant de T on a 

Cx px^=:ïxi4-TxK, 

I étant le vecteur-force du champ K. 

94. Nous n'avons pas l'intention de développer ici toutes les conséquences 
que l'on peut déduire de l'équation (24), tant au point de vue analytique 
qu'au poinX de vue physique. Elles sont remarquablement exposées dans la 
Théorie analytique de la chaleur^ par M. J. Boussinesq (^ ). 

Faisons cependant la remarque suivante : Fourier et Poisson se sont 
bornés dans leurs recherches au cas des corps isotropes; le champ quadra- 
tique K devient alors un champ normal K^ (n® 57) K^j.= K,^ = K^.; 

Kyz= ^zx= ^xy= O. 

Duhamel el Lamé ont étudié des milieux cristallisés dans lesquels la 



(1) M. Boussinesq envisage ]e cas le plus général possible, celui où dans les équations (iS) 
des flux figurent 9 coefficients de conductibilité différents au lieu de 6 (K^- ^ K-y). 
V. Il 
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fonclion '|(r,, T) dépendrait des deux angles définissant la direction de la 
droite MM, (•). 

Duhamel est parvenu a introduire ainsi six coeflicienls de conductibilité 
dans l'équation de la propagation de la chaleur ('). 

Lamé a cru obtenir neuf coefficienls, en supposant que la quantité de 
chaleur échangée enlre deux particules [formule (21)] avait une valeur 
différente pour deux directions opposées l'une à l'autre ('). 

M. Boussinesq a remanjué (*) que cette dernière hypothèse de Lamé 
n'a pas de sens au poinl de vue physique. D'ailleurs, dans un Mémoire 
publié dans le Bulletin de la Société mathématique de France (1887, 
p. 167), M. Carvallo a repris l'hypothèse de Duhamel et a prouvé que ce ne 
peut être qu'à une imperfection de son analyse qu'est due la plus grande 
généralité des résultats obtenus par Lamé. 

Pour clore cette discussion, il nous paraît intéressant de signaler qu'il 
n'est pas même nécessaire de faire l'hypothèse de Duhamel concernant Tin- 
lluence de la direction de MM, sur la quantité de chaleur échangée, pour 
obtenir six coefficients de conductibilité. L'analyse que nous venons de 
faire prouve que l'hypothèse simple du rayonnement particulaire de Fourier 
conduit à une pareille généralisation de Téquation de la propagation de la 
chaleur, dans le cas du milieu hétérotrope. 



( *) BocssiNBSQ, Loc, cit., t. I, p. 6 ei 7. 

(*) Voir le Mémoire de Duhamel Sur ta propagation de la chaleur dans les solides 
non isotropes {Journal de l'École Polytechnique y t. XI II). 
(') Lamé, Leçons sur la théorie analytique de la chaleur. 
(*) Boussinesq, Théorie analytique de la chaleur, t. I, p. 7. 
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QUATRIÈME APPLICATION. 

CHAMPS QUADRATIQUES d'aTTR ACTION. — SOXENTS D*INBRTIE. 



I. - Potentiel d'attraction. 

9o. Soient : 

07, y, Zj les coordonnées d'un point M de l'espace par rapport aux axes rec- 
tangulaires OXYZ ; 

X|, Y^, Z,, les coordonnées d'un point M< par rapport aux mêmes axes; 
/•,, la grandeur absolue du segment M, M ; 



les projections de M, M sur les axes de coordonnées; 

/,, une fonction continue de i\ ; 

Pi, une fonction continue de X|,Yj, Z,; 

D, un domaine de Tespace, limité par la surface fermée S; 

Sgt,, un élément de volume compris dans le domaine D, et entourant le 
point M|. 

Considérons l'intégrale 

correspondant au point M (a?, y, z^ et à tous les points M,(X,, Y,, Z,) 
renfermés dans le domaine D. 

En dérivant par rapport à a?, y et z, on trouve, en posant -j^ =J\ , 



I ^v r /•' -1 w 
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Ij., I^, I5 peuvent être considérés comme les projections d'un vecteur i 
de l'espace ayant origine au point M. Ce vecteur représente alors VattrcLC" 
lion centrale exercée sur l'unité de masse située au point M, par un milieu 
occupant l'espace D avec la densité p,, l'intensité de la force attirante étant 
marquée par la fonction f^ . 

L'attraction totale I constitue donc un champ de vecteurs dérivant du 
potentiel V. 

L'étude de la fonction potentielle V du champ d'attraction 1, correspon- 
dant à diverses formes de la fonction f^ et de la surface S, a donné lieu à 
des recherches extrêmement intéressantes qui trouvent leur application en 
Physique mathématique ( * ). 

96. On peut faire correspondre, au potentiel V, divers systèmes de 
champs bilinéaires quadratiques; considérons, par exemple, le champ 

quadratique P, dérivant au deuxième ordre de la fonction V. 
On obtient, en posant ^ = î:(r,) et ^ — = ''^'(^O» 






Pc-— / Pi7r'(/-,)^ ^Wi-+- ( pMr^)dxsi^\ 

Pzx= fpiT^'(r,)^^dw,. 
IV,^. fp,r.'(r,)^dfn,, 

f\oL et r,p étant les projections de r, sur les directions (a) et (p), à l'aide 
de la formule fondamentale des champs quadratiques on trouvera, comme 



(!) Consulter entre autres, à ce sujet : 

H. PoiNCARÊ, Théorie du potentiel newtonien, Paris, Naud, 1899. 

Appell, Traité de Mécanique rationnelle, t, III. Paris, Gauthier-Villars, igoS. 
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au n« 88, 

Le champ quadratique P' complémentaire du champ P (n® 2S) est 
donné par la formule 

Notons L le vecteur-force du champ P, et posons 

Nous aurons 

* do? dy dz 

= f Pi+'(''i)~- ^Wi-h2 / pi^(r,)a7,t/tsj,4- / pivKr,)x,c/cj, 

-♦- / Pi+'(^i)^|r^^c^i-+- / pi+C^'O^irfcj,, 
I-x= rp,[+'(r,)x/-»4-5+(r,)]x,c/cT,. 

De môme, 

^y= / Pi[+'('*t)xr,4-54/(rt)]jtéfe|, 

Lc= / pi[+'(''i)xr|4-5ij;(r,)]5,é/cT,. 

Si l'on pose 

on voit que le vecteur L dérive d'un potentiel 

*= fpM''t)d&t 
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et qu'il peut aussi être considéré comme une attraction centrale totale 
exercée sur Tunité de masse en M, par le milieu du domaine D, l'intensité 
de la force étant celle fois marquée par la fonction ?(/•«). 



II. — Champs quadratiques N et N9. 

97. De ce qui précède on peut conclure q\x*aux deux systèmes de 
champs bilinéaires quadratiques suivants correspondent des vecteurs- 
forces assimilables à des résultantes d'attraction centrale : 

1** Champ quadratique N, déterminé par la relation fondamentale : 



Nat3= / pin(r,)r,axr,pxfite|, 



n(r,) étant une fonction continue quelconque de r«. 
1 étant le vecteur-force du champ N, on a 



l=t= rp,[n'(r,)xr,4-4n(rO]/»«t/cT.. 



9J^ Champ quadratique normal N» (n® S7), déterminé par la relation 
fondamentale 

N,atp= / pin{r,)x/-îcfe,x(ai(â,4-a,(â,-Ha,;3,). 

Le vecteur-force I^ est donné par sa projection 

I»a= / pi[n'(/i)/-,-f-aII(ri)]r,aXf/ro,. 

Tout champ quadratique résultant d'un certain nombre de champs iN el 

de champs N^ aura aussi un vecteur-force assimilable à une résultante 
d'attraction centrale. 

98. Si nous supposons que le milieu renfermé dans le domaine D est 
constitué par un ensemble de points matériels extrêmement rapprochés, 
isolés les uns des autres, et tels que si M et M, sont deux de ces points, 
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et m et m, leur masse, M et M< exercent Tun sur l'autre une action dirigée 
suivant la droite qui les joint, proportionnelle à leurs masses et à une 
fonction /,(r<) de leur distance r,, la projection, sur la direction (a), du 

vecteur î qui représente Taction totale exercée par le milieu sur Tunité de 
masse située au point M peut approximativement se représenter par l'inté- 
grale 

p, étant la densité moyenne du milieu aux environs du point M<. 

Les systèmes des champs quadratiques N et N^ qui peuvent correspondre 
au vecteur-force I pourraient être utilisés pour étudier ce champ d'attrac- 
tion L Ces champs quadratiques déterminent des systèmes de pressions, 
différentes de celles déterminées aux deux Chapitres précédents. 

Cette remarque donne encore plus de poids à l'observation que nous 
avons émise au a*' du n° 80. 



III« — Application des champs quadratiques N. Moments d'inertie. 

î)9. Considérons le champ bilinéaire quadratique N déterminé par la 
fonction : 

Nous obtenons 

Natp= /p,r,aXr,pXûfcj|. 

Les éléments de ce champ quadratique déterminent les moments d'inertie 
du milieu renfermé dans le domaine D par rapport aux axes et aux plans 
passant par le point ^{xyz). 

La pression cubique du champ N vaut en effet 

./D 

N est donc le moment d'inertie du milieu par rapport^au point M. 
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La pression normale dans le champ N atteint 

Naa est donc le moment d'inertie du milieu par rapport au plan perpen- 
diculaire à la direction (a) passant par le point M. 

La quadrique directrice du champ N est un ellipsoïde; elle peut servir à 
représenter les moments d'inertie du milieu par rapport aux divers plans 
passant par M. 

Le champ quadratique complémentaire N' du champ N (n*^ 2S) est 
donné par la formule fondamentale 

La pression normale dans le champ iN' vaut donc 

Naa=N — Naa= l Pi{r\^ r\j,)dm,. 

{r] — /fx) est le carré de la distance du point M, à un axe de direction (a) 
passant par le point M. 

N'jioj est donc le moment d'inertie du milieu par rapport à cet axe. 

La quadrique directrice du champ N', qui est encore un ellipsoïde, 
représente donc les moments d'inertie du milieu par rapport aux axes de 
diverses directions passant par M. Elle constitue Vellipsoîde d'inertie pro- 
prement dit de Poinsot ( * ). 

100. Le champ de vecteurs dérivant de la pression cuhique N détermine 
les éléments du centre de gravité G du milieu par rapport au point M. 
On obtient, en effet, 

Les vecteurs-forces I et V des champs N et N' sont dans les mêmes con- 

(*) Voir, par exemple, âppbll, Mécanique rationnelle, t. II, 1896, p. 60. 
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(lition^. On Irouve, en effet, 
et 



-^fp.' 



On sait (n** 27) que le vecteur dérivant de N est la résultante géomé- 
trique des deux vecteurs I et I'; on voit que, ici, les trois vecteurs sont con- 
fondus en direction suivant la droite qui joint le point M au centre de 
gravité G du milieu. De plus, pour toutes les positions du point M dans 
l'espace, les trois vecteurs sont respectivement proportionnels au seg- 
ment MG. La projection de celui-ci sur la direction (a) vaut, en effet. 



/' 
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